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❊st❡ ♣r♦❥❡❝t♦ ❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛çã♦ t❡✈❡ ❝♦♠ ♦❜❥❡❝t✐✈♦ ❡①♣❧♦r❛r ❛s ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ú♥✐❝❛s ❞❡ ✉♠ ♥♦✈♦ ❡
♣r♦♠✐ss♦r ♠❛t❡r✐❛❧ ✲ ❣r❛❢❡♥♦ ✲ ♣❛r❛ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❞❡ ❜❛♥❞❛ ✉❧tr❛✲❧❛r❣❛ ❡♠ ❧❛s❡rs ❞❡ ❡st❛❞♦ só❧✐❞♦
✈✐❜r❛❝✐♦♥❛✐s✳ ❈♦♠ ❡st❛ ❛❜♦r❞❛❣❡♠✱ ❡s♣❡r❛♠♦s s✉♣❡r❛r ❧✐♠✐t❛çõ❡s ❛❝t✉❛✐s ❞❡ ♦✉tr❛s té♥✐❝❛s ❞❡ ♠♦❞❡✲
❧♦❝❦✐♥❣ ❞❡ ❜❛♥❞❛ ❧❛r❣❛✱ ❡♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡s♣❡❧❤♦s s❡♠✐❝♦♥❞✉t♦r❡s ❝♦♠ ❛❜s♦rçã♦ s❛t✉rá✈❡❧ ✭❙❊❙❆▼✮ ❡
♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❢♦r ❡❢❡✐t♦ ❞❡ ❧❡♥t❡ ❞❡ ❑❡rr ✭❑▲▼✮✱ ♥♦ q✉❡ ❞✐③ r❡s♣❡✐t♦ ❛ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞❡✱ ❡✜❝✐ê♥❝✐❛ ❡ ❧❛r❣✉r❛
❞❡ ❜❛♥❞❛✳
❊st❡ tr❛❜❛❧❤♦ ♠✐st✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r✱ ❡♥✈♦❧✈❡♥❞♦ ❝✐ê♥❝✐❛ ❞❡ ♠❛t❡r✐❛s ❡ t❡❝♥♦❧♦❣✐❛ ❞❡ ❧❛s❡rs ✉❧tr❛✲rá♣✐❞♦s✱
❢♦✐ ❞❡s❡♥✈♦❧✈✐❞♦ ❛♦ ❧♦♥❣♦ ❞❡ ✈ár✐♦s ♠❡s❡s✳ ❊♥✈♦❧✈❡✉ s✐♠✉❧❛çã♦✱ ❞❡s❡♥❤♦ ❡ ❝♦♥str✉çã♦ ❞❡ ❝❛✈✐❞❛❞❡s
❧❛s❡r ✉❧tr❛✲rá♣✐❞❛s✱ ✈ár✐❛s té❝♥✐❝❛s ❞❡ ❝❛r❛❝t❡r✐③❛çã♦ ❞❡ ♠❛t❡r✐❛✐s ✭✐♥❝❧✉✐♥❞♦ ❡st✉❞♦s ✐♥tr❛❝❛✈✐tár✐♦s ❡
❡①tr❛❝❛✈✐tár✐♦s ❞❛ ❛❜s♦rçã♦ s❛t✉rá✈❡❧ ♥ã♦✲❧✐♥❡❛r ❡♠ ❣r❛❢❡♥♦✮✱ ❡ ♠ét♦❞♦s ❞❡ ♠❡❞✐çã♦ ❡ ❝♦♠♣r❡ssã♦ ❞❡
✐♠♣✉❧s♦s ✉❧tr❛✲❝✉rt♦s❀ ✈ár✐❛s ❛♠♦str❛s ❞❡ ❣r❛❢❡♥♦ ♣r♦❞✉③✐❞❛s ♣♦r ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❢❛❜r✐❝❛♥t❡s ❢♦r❛♠ ✉s❛❞❛s
❡ ❡st✉❞❛❞❛s ❞✉r❛♥t❡ ❡st❡ tr❛❜❛❧❤♦✳ ❊st❡ tr❛❜❛❧❤♦ ❝✉❧♠✐♥♦✉ ❝♦♠ ❛ ♦❜s❡r✈❛çã♦ ❝❧❛r❛ ❡ r❡♣r♦❞✉❝tí✈❡❧
❞❡ ❛❜s♦rçã♦ s❛t✉rá✈❡❧ ❡♠ ❣r❛❢❡♥♦ ♠♦♥♦✲❝❛♠❛❞❛✱ ❡ ❞❡♠♦♥str❛çã♦ ❞❡ ✉♠ ❞❡s❡♥❤♦ ✈✐á✈❡❧ ❞❡ ✉♠ ❧❛s❡r
❞❡ ❚✐tâ♥✐♦✿❙❛✜r❛✱ ❛♣t♦ ♣❛r❛ ❡st✉❞♦ ❡♠ ❣r❛❢❡♥♦ ❡ ♦✉tr♦s ♠❛t❡r✐❛✐s✳ ➱ ❞❡ ♥♦t❛r q✉❡✱ t❛♥t♦ q✉❛♥t♦
♣✉❞❡♠♦s ❛♣✉r❛r✱ ❡st❡ ❢♦✐ ♦ s❡❣✉♥❞♦ tr❛❜❛❧❤♦ ❛❧❣✉♠❛ ✈❡③ ❢❡✐t♦ s♦❜r❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠ ❣r❛❢❡♥♦ ✉s❛♥❞♦
✉♠ ❧❛s❡r ❞❡ ❚✐tâ♥✐♦✿❙❛✜r❛✳
❊st❡s r❡s✉❧t❛❞♦s sã♦ t❛♠❜é♠ r❡❧❡✈❛♥t❡s ♣❛r❛ ♦ ♥♦✈♦ ✢❛❣s❤✐♣ ❞❡ ❣r❛❢❡♥♦ ✭♣❛❝♦t❡ ❞❡ tr❛❜❛❧❤♦ s♦❜r❡
♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡s ♦♣t♦❡❧❡❝tró♥✐❝❛s ❞♦ ❣r❛❢❡♥♦✮ ❡ ❡stã♦ ♥❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦❧❛❜♦r❛çõ❡s ❡♠ ❢❛s❡ ❞❡ ♣r❡♣❛r❛çã♦ ♥❡st❡
♠♦♠❡♥t♦✱ ❝♦♠ ♦s q✉❛✐s t❡♥❝✐♦♥❛♠♦s ❛✈❛♥ç❛r ♥♦ ❡st✉❞♦ ❡ ❛♣❧✐❝❛çã♦ ❞❡ ❣r❛❢❡♥♦ ❡♠ ♥♦✈♦s ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s
❢♦tó♥✐❝♦s✳

❆❜str❛❝t
❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ✇❛s ❛✐♠❡❞ ❛t ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧ ✲ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✲ ❢♦r ✉❧tr❛✲❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ ✈✐❜r♦♥✐❝ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ❧❛s❡rs✳ ❲✐t❤ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♠♦❞❡✲
❧♦❝❦✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤♦s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ♠✐rr♦rs ✭❙❊❙❆▼✮
❛♥❞ ♦♥ ❑❡rr✲❧❡♥s ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✭❑▲▼✮✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✱ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳
❚❤✐s ♠✉❧t✐❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ✇♦r❦✱ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉❧tr❛❢❛st ❧❛s❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠♦♥t❤s✳ ■t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✉❧tr❛❢❛st ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡s✐❣♥
❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❛♥❞ ❡①✲
tr❛❝❛✈✐t❛r② st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✮✱ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✉❧tr❛s❤♦rt
❧❛s❡r ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t❀ s❡✈❡r❛❧ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs✱
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✶✵✳✸✳✶ ❋✐rst s❡t✉♣ ✲ λ/2 P❧❛t❡ ❛♥❞ P♦❧❛r✐③✐♥❣ ❈✉❜❡ ❛♥❞ ❋♦❝✉s✐♥❣ ▲❡♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽
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✶✶ ❇❧❛♥❦ ❙✉❜str❛t❡ ✭✏❉✉♠♠②✑ ▲❛s❡r✮ ✼✺
✶✷ ❋✐rst ●r❛♣❤❡♥❡ ❙❛♠♣❧❡ ✼✼
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✶✺
✶✻
P❛rt ■
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶ ❯❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝s
❚❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✉❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝s ✐s ❛ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝s t❤❛t st✉❞✐❡s ✉❧tr❛❢❛st ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡
✏♠❡❛♥✐♥❣✑ ♦❢ ✉❧tr❛s❤♦rt ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ s✉❜✲♣✐❝♦s❡❝♦♥❞
❞✉r❛t✐♦♥✱ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ 10−12 s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡✳ ◆♦✇❛❞❛②s✱ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ✭10−15s✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ s❝✐❡♥t✐sts ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛tt♦s❡❝♦♥❞ ✭10−18 s).
❇❛❝❦ ✐♥ t❤❡ ✶✾✻✵✬s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛s❡r ✜rst ❛♣♣❡❛r❡❞✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡❞✐❝t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s
t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✉❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s ✐♥ ❧❛s❡r ♣❤②s✐❝s✳
▼♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st t❤❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ❤♦❧❞ t❤❡ r❡❝♦r❞ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✬s s❤♦rt❡st ♣✉❧s❡✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ s❡♥s❡ t❤❛t t❤✐s
✇❛s t❤❡ st❛rt ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞② ✐♥ ♣❤②s✐❝s✳ ❆♥❞ ✐♥❞❡❡❞✱ ✉❧tr❛❢❛st ♣✉❧s❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦❜s❡r✈❡✱
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛r❡ ♦♥❧② s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆s ♣✉❧s❡s
❣r♦✇ s❤♦rt❡r✱ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛♥❞ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
s❝✐❡♥❝❡✱ ✐♥❞r✉str② ❛♥❞ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ❡✈❡r② ❞❛②✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✉❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝s ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡
✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞②✱ ✇✐t❤ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛♥❞ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳
✶✳✶ ❘❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❚❤✐s t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦♣❡♥❡❞ ♥❡✇ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P✉❧s❡❞ ❧❛s❡rs ✇❡r❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❡❞
❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ s❝✐❡♥t✐sts t♦ ♠❡❛s✉r❡ tr❛♥s✐❡♥t st❛t❡s ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②st❡♠s✳
P❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦♥ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ s❝❛❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❛❝t✐♦♥s✱ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❝❛rr✐❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❣❛s ❝♦♦❧✐♥❣✳ ■♥ ❛str♦♣❤②s✐❝s✱ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡rs ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡rs t♦ ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r
s❤✐❢ts ♦❢ st❡❧❧❛r ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❡rr♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶❝♠✴s ❬✶✱ ✷❪✳ ❖♣t✐❝❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠❜s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ♣r♦❜❡ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ♦❢ ❣❛s❡♦✉s ❛t♦♠s ❛♥❞
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❬✸❪✳ ❚♦❞❛②✱ ♣✉❧s❡s ❛r❡ s❤♦rt ❛s ✽✵ ❛tt♦s❡❝♦♥❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r s✉❜❛t♦♠✐❝s
♣❤②s✐❝s st✉❞✐❡s✳
❇✉t ✉❧tr❛s❤♦rt ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st s❤♦rt✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❡①tr❡♠❡❧② ✐♥t❡♥s❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s ❜❡✐♥❣ s②♣❤♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐♥❞♦✇✱ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ✭❡♥❡r❣② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥✮ ✐s ❡①❝❡❞✐♥❣❧② ❤✐❣❤✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡rs✳ ❍✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❡✛❡❝ts✱ ♥♦t ❡❛s✐❧❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ s❤♦rt ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
❇✉t ❡✈❡♥ ❛♠♦♥❣ ✇❤❛t ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❤♦rt✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ ✭10−9 s✮ ❛♥❞ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ✭10−15 s✮ ❞✉r❛t✐♦♥s✱ ✐s s✐① ♦r✲
❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✇✐❞❡✳ ■♥t❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❣❤t ❛♥❞ ♠❛tt❡r ❛t t❤♦s❡ t✐♠❡s❝❛❧❡s ✐s ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✳
❋❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❡✈❡♥ ✏❢❛✐r❧② s❤♦rt✑ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❢❛st ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ ♠❛tt❡r t❤❛t t❤❡r♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r✳ ❍✐❣❤ ♣♦✇❡r ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ❧❛s❡rs ❤❛✈❡ ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡
✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠✐❝r♦♠❛❝❤✐♥✐♥❣✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✳
✶✼
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ▲❛s❡r ❛❜❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s ✇✐t❤ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞
♣✉❧s❡s ❛r❡ ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡r♠❛❧ s❤♦❝❦✇❛✈❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❞❡❜r✐s✳ ❋♦r ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳
❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❞❛♠❛❣❡ ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♠♦st
♥♦t❛❜❧② ❧✐✈✐♥❣ t✐ss✉❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥✲✈✐✈♦ ✸❉ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ r❡t✐♥❛✱ ❡♣✐❞❡r♠✐s✱ ❛♥❞
❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❬✹❪✳
✶✳✷ ❈♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦
❚♦❞❛②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✉❧tr❛❢❛st ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ s❤♦rt❡st ♣✉❧s❡s t♦❞❛② ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❑❡rr ❧❡♥s ❡✛❡❝t ✭❑❡rr ❧❡♥s ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦r ❑▲▼✮ ♦r ❜② s❛t✉r❛❜❧❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦r ❙❆▼▲✮✳ ❆s s❤❛❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛❤❡❛❞✱ ♠♦❞❡✲
❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ❛ ❧❛s❡r r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s
♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡
♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ♠♦❞❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❡ss ❧♦ss t❤❛♥ ❧❡ss ✐♥t❡♥s❡ ♦♥❡s✳
❆ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ♣❧❛❝❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❡❧❡♠❡♥t ❞♦❡s ❥✉st t❤❛t✳ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s
❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡r② ❢❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✱
❡✈❡♥ ♠♦r❡ s♦ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ♠✐rr♦rs ✭❙❊❙❆▼✮✱ ❜✉t ✇❤✐❧❡ ❙❊❙❆▼ ❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r
❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✳ ❇❡✐♥❣ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐❧❛②❡r❡❞ str✉❝t✉r❡s✱
t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❢r❛❣✐❧❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ ❧❛s❡r ❞❛♠❛❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡②
♦♥❧② ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❢❛✐r❧② ♥❛rr♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞
❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♥ ✉♥✉s❛❜❧❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✜♥❞✐♥❣
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❙❊❙❆▼ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❧❡ss t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
▼❛❦✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✐♥ ②❡t ❛♥♦t❤❡r ✜❡❧❞ ♦❢ st✉❞②✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛s ❛ s❛t✉r❛❜❧❡
❛❜s♦r❜❡r✱ ❛♥❞ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ♦♥❡ ✐♥ ❢❛❝t✳ ●r❛♣❤❡♥❡ s❤♦✇s ❡①❝❡❡❞✐♥❣❧② ❢❛st ❝❛rr✐❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞
♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✈❡r② ❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ❞❡s✐r❡❛❜❧❡ tr❛✐ts ✐♥ ❛
✶✽
s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✱ ❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ❛❤❡❛❞✳ ■ts ❛❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠❡❛♥s ✐t
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❧❛s❡r s②st❡♠✱ ❡✈❡♥ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❙❊❙❆▼ ❛r❡ ❛✈❛✐❛❜❧❡✳
●r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss ✐♥ ✜❜❡r ❧❛s❡rs ❛♥❞ s♦❧✐❞ st❛t❡ s②st❡♠s ✇✐t❤
✉♥❝♦♠♠♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s ♦♥❧② r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❢❛✐r❧② ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ♥❛rr♦✇
s♣❡❝tr❛✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❡st ❜❡✐♥❣ 10 ♥♠ ❛t ❋❲❍▼✳ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ♥♦t
❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② st✉❞✐❡❞✱ ❛s ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡✱
✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s ♦✈❡r 400 ♥♠ ✇✐❞❡✱ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t 800 ♥♠✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡✲❜❛s❡❞ ❙❆▼▲ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡r✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ 63 ❢s✳
❆t ❢❡♠t♦❧❛❜ ✭■❋■▼❯P✲■◆✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤♦♠❡ ♠❛❞❡ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ 10 ❢s
♣✉❧s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡ ❛♥❞ st✉❞② ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛s ❛♥ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❡❧❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s
s②st❡♠ ♦✛❡rs ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ st✉❞② ❣r❛♣❤❡♥❡✲❜❛s❡❞ ❙❆▼▲✱ ❛t ✉♥♣r❡❝❡❞❡♥t❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ✇✐❧❧ ♦✛❡r ✉s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞
❙❆▼▲ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
✶✳✸ ❆✐♠s ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ✉s❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐s❤
t♦ st✉❞② t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ❛ s❛t✉r❛❜❧❡
❛❜s♦r❜❡r ❛t ✉♥♣r❡❞❡❝❡♥t❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛✐t♦♥s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❧❛s❡r s②st❡♠ ✇❤❡r❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇♦r❦s ❛s
❛ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❚❤✐s ♥❡✇ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♦♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛ss❡t t♦ ❢❡♠t♦❧❛❜✳
✶✾
✷✵
P❛rt ■■
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❇❛s✐s
✷ ▼✉❧t✐♠♦❞❡ ❧❛s❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥
▲❛s❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ❛♥❞ ♣r❛✐s❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ❇✉t ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦
♣r♦❞✉❝❡ s❤♦rt ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♠✉st ❜❡ ❛s ❜r♦❛❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❧✐♠✐t ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t s♣❡❝tr✉♠ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡✱ t❤❛t ✐s
∆ν ∝ 1/∆τp ✭✶✮
✇❤❡r❡ ∆ν ✐s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ∆τp ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✇❤❛t ❧✐♠✐ts ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞✐s❝✉ss ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ❧❛s❡r ❡♠✐ss✐♦♥✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❛✈✐t② ♠♦❞❡s
❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t♦ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❧❛s❡r ♠❡❞✐❛✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❚✐t❛♥✐✉♠✲❞♦♣❡❞ ❙❛♣♣❤✐r❡✳
■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❛✐♥ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② ✐s ❛ ♣❛ss✐✈❡ ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ✭❛✮ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❛✐♥ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣
♠♦❞❡s ✭❤❡r❡ s❤♦✇♥ ❝r♦♣♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ω0✮✳ ✭❜✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛r♦✉♥❞ ωo ♦✈❡r ❛ ❋❲❍▼ ∆ωL
❖♥❝❡ ❛ ❣❛✐♥ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❞❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡ ✇✐❧❧
❜❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❧❛s❡rs t❡♥❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛t t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✜❧❡✳
✷✶
❋♦r ❛ 1.5♠ ❧♦♥❣ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ♣❧❛♥❡ ♠✐rr♦rs✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠♦❞❡s ✐s
c/2L = 100▼❤③✱ ✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ s♣❡❝tr✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ 600 ♥♠
t♦ 1100 ♥♠ ✭❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss ❢✉rt❤❡r ❞♦✇♥✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡
♠✐❧❧✐♦♥ ♠♦❞❡s ✐♥ ❛ 1.5♠ ❧♦♥❣ ❝❛✈✐t②✳
❲❤❡♥ s✉❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ❧✐♥❡✇✐❞t❤✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤✉s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ ❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤
♣✉♠♣ r❛t❡s✳
✸ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡
❑❡rr ❧❡♥s ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✇❛s ✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❚✐t❛♥✐✉♠ ❞♦♣❡❞ s❛♣♣❤✐r❡ ✭❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡✮ ❛t ❲✐❧s♦♥
❙✐❜❜❡t✬s ❣r♦✉♣ ❬✺❪✱ ❛♥❞ ❤❛s s✐♥❝❡ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t s②st❡♠ ✐♥ ✉❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝s✳ ❊①❝❡❧❧✐♥❣
✐♥ tr❛✐ts s✉❝❤ ❛s ❣❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✱ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡
✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❡st ❣❛✐♥ ♠❡❞✐❛✱ ❜♦t❤ ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♦t❤❡r ♠❡❞✐❛ s✉❝❤ ❛s ❞②❡s✳ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❜♦❛sts t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛s❡r ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞s ✐♥
t❤❡ ♥❡❛r ✐♥❢r❛✲r❡❞ ✭◆■❘✮ ❦♥♦✇♥ t♦❞❛②✱ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❧❡ss t❤❛♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❡♠✐ss✐♦♥
❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ 1.5µ♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ❋♦✉r✐❡r✲❧✐♠✐t❡❞ ♣✉❧s❡s ❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛
❧❛s❡r✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞s ❞♦ ♥♦t str♦♥❣❧② ♦✈❡r❧❛♣✱ s✐♥❝❡
t❤✐s ❝❛✉s❡s r❡s✐❞✉❛❧ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ✐ts ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ 500 ♥♠✱ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡
❧❛s❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣✉♠♣❡❞ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧❡❞ ◆❞✲❜❛s❡❞ ❧❛s❡rs✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❣r❡❛t ♣✉♠♣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚❤✐s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡✳ P✉♠♣✐♥❣ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤
❛s t❤♦s❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛t 1.5µ♠✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦ ❛✈❛✐❛❜❧❡ ❧❛s❡r
s♦✉r❝❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❢♦r ✈❡r② ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♣✉♠♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ♥♦t ✇♦rt❤
t❤❡ ❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡t✉♣ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
■♥ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ✭T i : Al2O3✮✱ T i3+ ✐♦♥s s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥
❢♦r♠❡❞ ❜② ♦①②❣❡♥ ✐♦♥s✳ T i3+ ♦♥❧② ❤❛s ♦♥❡ ❛❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥ ❛ 3d s❤❡❧❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡s ✐♥
❛ ❝❧♦s❡❞✲s❤❡❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ 3d ❡❧❡❝tr♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞s ♦❢ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❬✻❪✳
✷✷
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❇❛♥❞ ❞✐❛❣r❛♠ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❧❛s❡r ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❬✻❪✳
t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✺ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ st❛t❡s✱ t✇♦ ♦❢ t❤❡♠ ✭E ❞♦✉❜❧❡t✮ ♣♦✐♥t✐♥❣
❞✐r❡❝t❧② ❛t ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛♥✐♥❣ t❤r❡❡ ✭T tr✐♣❧❡t✮ ♥♦t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❣r❡❡♥ ♣❤♦t♦♥ ❛t ❛❜♦✉t 500 ♥♠✳ ❚❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ T i3+ ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛
❜r♦❛❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❛t ❛r♦✉♥❞ 500 ♥♠✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❦✐❝❦s t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❧❛tt✐❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❢❛st ♣❤♦♥♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♥♦♥r❛❞✐❛t✐✈❡ ❞❡❝❛② ❢r♦♠ ❇ t♦ ❈✳ P❤♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢r♦♠ ❈ t♦ ❉✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
♥♦♥r❛❞✐❛t✐✈❡ ❞❡❝❛② t♦ ❆✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜r♦❛❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ T i3+ ✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ E ❜❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡
T ❜❛♥❞✳
❲✐t❤ t❤❡ ✇✐❞❡st ❦♥♦✇♥ ◆■❘ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ❡✣❝✐❡♥t ♣✉♠♣✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❛ ❢✉❧❧
s♦❧✐❞ st❛t❡ s②st❡♠✱ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❤❛s t❤❡ ♠♦st t♦ ♦✛❡r ✇❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤❡♥❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
s❤♦rt❡st ♣✉❧s❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳
✹ ▲❛s❡r ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✲ ▼♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣
❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣✉❧s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✢❛s❤✲♣✉♠♣❡❞ ❧❛s❡rs s✉❝❤ ❛s ❘✉❜②✱ s❤♦rt❡r ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s
❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛②s✱ ✜rst ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ◗✲s✇✐t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡
❢❛✐r❧② ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s ✭❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ ♠❛r❦✮✱ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❜② ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❬✽❪✳ ◗✲s✇✐t❝❤✐♥❣ r❡❧✐❡s
♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝❛✈✐t② ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛s❡r ❛❝t✐♦♥✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❣❛✐♥ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❜② ❧❛s❡r ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛✈✐t②
✐s t❤❡♥ ♠❛❞❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❣❛✐♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s r❡❧❡❛s❡ ❛s s❤♦rt ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✳
✷✸
▼♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥ ◗✲s✇✐t❝❤✐♥❣✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
✜♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ■♥s✐❞❡ ❛ ❝❛✈✐t②✱ t❤❡ ❧❛s❡r
✇✐❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞❡s✳ ❯♥❞❡r ♦r❞✐♥❛r② ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢
t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞✱ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐❧❧
s❤♦✇ ❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ②❡t ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s ♦♥❡ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ ✸✶ ♠♦❞❡s ❛r❡
♣r❡s❡♥t✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E0 ❛♥❞ ❡✈❡♥❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ν ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♠♦❞❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ |A (t)| ➨ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
✸✶ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E0 ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡s ❬✾❪✳
❇❡✐♥❣ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ N ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤❡ s❡❡♠✐♥❣❧② r❛♥❞♦♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❡①❤✐❜✐ts t✇♦
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ❋♦✉r✐❡r s❡r✐❡s✿
✶✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐♦❞ τ
p
= 1/∆ν✳
✷✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣✉❧s❡s t❤❛t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❤❛s ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆τp ≈ 1/∆νL✱ ✇❤❡r❡ ∆νL
✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ∆νL = N∆ν✳
❋♦r ❧❛s❡r ✇✐t❤ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❣❛✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✱ s✉❝❤ ❛s s♦❧✐❞✲st❛t❡✱ ❞②❡ ♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❧❛s❡rs✱ t❤❡
❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣✉❧s❡s ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ r❡❛❝❤✐♥❣ s✉❜✲♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤♦t♦❞❡t❡❝t♦rs
❤❛✈❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❡❡♥ ✐s ♠❡r❡❧② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r✱
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ NE20 ✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ 2n + 1 ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♠♦❞❡s ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ E0✱ t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r❡✈✐s♦✉❧② s❡❡♥✱ ❛r❡ ❧♦❝❦❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
ϕl − ϕl−1 = ϕ ✭✷✮
✇❤❡r❡ ϕ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
E (t) =
+n∑
l=−n
E0 exp {i [(ω0 + l∆ω) t+ lϕ]} ✭✸✮
✷✹
✇❤❡r❡ ω0 ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦❞❡✱ ∆ω t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠♦❞❡ ✐s s❡t ❛s ③❡r♦✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
❛s
E (t) = A (t) exp (iω0t) ✭✹✮
✇✐t❤
A (t) =
+n∑
l=−n
E0 exp [il (∆ωt+ ϕ)] ✭✺✮
❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ ✜❡❧❞ E (t) ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω0 ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣
❛♠♣❧✐t✉❞❡ A (t)✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t′ ✇❤❡r❡ ∆ωt′ = ∆ωt+ ϕ ❛♥❞ t❤✉s
A (t′) =
+n∑
l=−n
E0 exp [il (∆ωt
′)] ✭✻✮
❚❤✐s ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ s❡r✐❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ②✐❡❧❞
A (t′) = E0
sin [(2n+ 1)∆ωt′/2]
sin [∆ωt′/2]
✭✼✮
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❚✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ A2 (t′) ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡✈❡♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞
❧♦❝❦❡❞ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❬✾❪✳
A2 (t′) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ✐ts ❢♦r♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
2n + 1 = 7✳ ❆ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦❡❞ ❧❛s❡r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ❡✈❡♥❧② s♣❛❝❡❞ ♣✉❧s❡s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❜②
✷✺
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛✈✐t② ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣r♦✜❧❡✳ ❲❤✐❧❡ r❛♥❞♦♠
♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❝❤❛♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❧❡❢t✮✱ ❧♦❝❦❡❞ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡✲❧✐❦❡ ♦✉t♣✉t✳
τp = 1/∆ν✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✉❧s❡ ✭❋❲❍▼✮ ✐s
∆τp = 1/∆νL ✭✽✮
✇❤❡r❡ ∆νL ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧
♠♦❞❡s ❤❛❞ ❡q✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❤✐❝❤✐ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t t❤❡ r❡❛❧ ❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ▼♦❞❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣❛✐♥ ❧✐♥❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❛ s♦❧✐❞✲st❛t❡ ❧❛s❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡✱ ❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✮ ❤❛s ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✜❧❡✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s ♦♥❧② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✳
∆τp = 0.44/∆νL ✭✾✮
❖t❤❡r ❧✐♥❡ s❤❛♣❡s ♦❝❝✉r ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛❧✇❛②s ❥✉st ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤✿
∆τp = β/∆νL✳ ❆ ♣✉❧s❡ ✇❤♦s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s t❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠✲❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇✐❧❧
r❡s✉❧t ✐♥ ♣✉❧s❡ str❡t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣✉❧s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞
❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳
▼♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t
✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦ss✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❧②
❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ r❡❝❛❧❧✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❡❛❦s ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡
❧♦ss ❛♥❞ ❣❛✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐❧❧ ❣r♦✇ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❧♦ss t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ♣✉❧s❡s ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❧❡ss
❧♦ss✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❤✐❣❤❡r ♥❡t ❣❛✐♥✱ t❤❛♥ ❧❡ss ✐♥t❡♥s❡ ♣✉❧s❡s✳ ❆s t❤❡s❡ str♦♥❣❡r ♣✉❧s❡s ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞✱ ✇✐t❤
t❤❡ ✇❡❛❦❡r s✉✛❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ❧♦ss✱ ❛ s♥♦✇❜❛❧❧ ❡✛❡❝t ♦❝❝✉rs✳ ❆s ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ♣❡❛❦s ❣r♦✇✱ t❤❡② ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❡✈❡♥ ❧❡ss ❧♦ss✱ t❤✉s ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ♥❡t ❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❝❝✉rs ❢♦r ✇❡❛❦❡r
♣✉❧s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤✐s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ✇❤❛t ✐s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳
▼♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ❛ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ s♦❧✐t♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐♦♥
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♣✉❧s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛✈✐t② ♠♦❞❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s ▼▲ ❛♥❞ ❈❲ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
✷✻
✺ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ▼♦❞❡✲▲♦❝❦✐♥❣
▼♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦r ♣❛ss✐✈❡
♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❧♦ss ❡❧❡♠❡♥t✳
❆❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❡♠♣❧♦②s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛❝t✐✈❡
♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❆▼ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✮ ❬✶✵❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♠♦❞✉❧❛t♦r ✐s
✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❧♦ss ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s
❡①✐st✱ s✉❝❤ ❛s ♣❤❛s❡✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❋▼ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✮❬✶✵❪ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣✉♠♣✐♥❣ ❬✶✶❪✳ ❆❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✲
❧♦❝❦✐♥❣ ♣r❡s❡♥ts t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡s✱ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♣❛ss✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❛s ✐t ❣✐✈❡s
r✐s❡ t♦ ❧❡ss ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛❝t✐✈❡ ✉s❡✿ ✇❤❡♥ ❝♦rr❡❝t❧② ✉s❡❞✱ ♣❤②s✐❝s ❞♦❡s ❛❧❧ t❤❡
✇♦r❦✳
❚♦❞❛②✱ ♣❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❧❛s❡r ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❡✐♥❣
❑❡rr ❧❡♥s ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✭❑▲▼✮✱ ❛♥❞ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✭❙❆▼▲✮✳
✺✳✶ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣
❚❤❡ ✜rst s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♣❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❬✶✷❪✳ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✇❤♦s❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s ✐t ✐s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡♥s❡ ❧✐❣❤t✱
❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ❢♦r ❙❆▼▲✿ ❢❛st ❙❆▼▲ ❛♥❞ s❧♦✇ ❙❆▼▲✳ ❋❛st ❙❆▼▲
✐s ✇❤❡♥ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥❀ ✐♥ s❧♦✇ ❙❆▼▲
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❢❛st s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s
s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡s✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❡①❝❡❡❞✐♥❣❧② ❢❛st ❝❛rr✐♦r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❡ ❛r❡
♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❢❛st s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✳
❲❡ ♥♦✇ s❤✐❢t t♦ ❛ ♠♦r❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐✈❡ ♣❧❛♥❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❢❛st
s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡rs✳ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✇❛s t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞②
✐♥ t❤❡ ♠✐❞✲✼✵✬s✱ ♥♦t❛❜❧② ❜② ❍❛✉s ❬✶✸❪✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡✱ ♣r♦❝❡❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❧♦ss ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥
❛ s♦❧✐t♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦ss ❡❧❡♠❡♥t s❤♦✇s s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ s❤♦rt❡r✱
❝❛✉s✐♥❣ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳
✺✳✶✳✶ ❈❛✈✐t② ▼❛st❡r ❊q✉❛t✐♦♥
❆ ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✿
✶✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s s❤♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤✳
✷✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ s♠❛❧❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ❛❜s♦♣t✐♦♥ ♥♦t ✈❛r②✐♥❣ ❣r❡❛t❧② ❢r♦♠ t❤❡
✉♥s❛t✉r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡✳
✸✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❧♦♥❣ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r ❣❛✐♥ ✐s t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳
✷✼
✹✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦❡❞ ♣✉❧s❡ s✉✛❡r ♦♥❧② s♠❛❧❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✉♣♦♥ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
✺✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♦❝❝✉♣✐❡s ♦♥❧② ❛ ♥❛rr♦✇ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐♥❡✇✐❞t❤✳
❖✉t ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✶ ❛♥❞ ✺ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st s❡r✐♦✉s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✶✱ ♣✉❧s❡s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡
r❡❧❛①t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ❢❛st s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✳
❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t✇♦❢♦❧❞✳
❋✐rst❧②✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❬✶✸❪ ❜✉t ❛s ❙❆▼▲ ②✐❡❧❞❡❞ s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡s✱ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿
✶✳ ✭r❡✈✐s✐t❡❞✮ ❚❤❡ ❧♦ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r s❤♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ t❤❡ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥ t✐♠❡s❝❛❧❡✳
❚❤♦✉❣❤ t❤✐s r❡❧❛①❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛st
❙❆ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝♦♥❝❡r♥s ✺ ❛♥❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ❛ s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧ ♦r
❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡s✳ ❆s t❤❡ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ✇✐t❤
❧❛r❣❡r ❧❛s❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤s✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛❧❧ ❜✉t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✭❙P▼✮ ❛♥❞ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭●❱❉✮ ❛r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r s❤♦rt ♣✉❧s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
❲❤❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✐t♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ♠✉st ❜❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞ s♦❧✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙❛❞❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❧✐✈❡r
❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✳
❲❡ s❤❛❧❧ st❛rt ❜② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ ♣r♦❝❡❞✐♥❣ t❤❡♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❛ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ✭❢♦r ♥♦✇ ❥✉st tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❧♦ss
❡❧❡♠❡♥t✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦ss❡s✮ ❬✶✸❪✳
❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ♦❝❝✉♣② ♦♣♣♦s✐t❡
❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✷✽
✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛❢t❡r n r♦✉♥❞ tr✐♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② En (t) ❛♥❞ ✐ts ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ En (ωk)✱ t❤❡ ❧❛tt❡r
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr✉♠ s♣❛❝❡❞ ❛t 2π/Tp✱ Tp ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ tr❛✐♥✳ ❋r♦♠ t❤❡
❧❡❢t✱ ❛❢t❡r ♣❛ss❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❋r♦✉r✐❡r s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s
EnI (ωk) = exp (−iωkTI) exp [G (ωk)]En (ωk) ✭✶✵✮
✇❤❡r❡ G (ωk) ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ TI t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ ❧❛s❡r
♠❡❞✐✉♠✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❡ s❤✐❢t t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥
EnI (t) = exp
[
G
(
d
dt
)]
En (t− TI) ✭✶✶✮
❚♦ ♦❜t❛✐♥ exp
[
G
(
d
dt
)]
✱ exp [G (ωk)] ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ iωk✱ ✇✐t❤ t❤❡ nt❤ ♣♦✇❡r ♦❢ iωk r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② dn/dtn✳
❆❢t❡r ♣❛ss❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ❜❡❝♦♠❡s
EnI (t) = exp [−L (t)] exp
[
G
(
d
dt
)]
En (t− TI − TII) ✭✶✷✮
✇❤❡r❡ L (t) ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✱ ❛❧s♦ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
✉♥❞❡r ♠♦❞❡✲❧♦❝❦❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❙♦ ❢❛r✱ t❤✐s ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛ ♦♥❡✲✇❛② ♣❛ss✳ ❚♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ r♦✉♥❞✲tr✐♣✱ t❤❡s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦rs
♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t ❛ ❢❛❝t♦r exp [− (ω0/2Q)TR]✱ ✇❤❡r❡ TR = 2 (TI + TII) ✐s t❤❡
r♦✉♥❞✲tr✐♣ t✐♠❡ ❛♥❞ ω0 ✐s t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ✐s t❤✉s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ◗✲❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ Q✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r ❛ r♦✉♥❞✲tr✐♣
En+1 (t) = exp
(
− ω0
2Q
TR
)
exp
[
G
(
d
dt
)]
exp [−2L (t)]
× exp
[
G
(
d
dt
)]
En (t− 2TI − 2TII) ✭✶✸✮
❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❧✐♥❡ s❤❛♣❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ω0
G (ωk) = G (ω0)
(
1 + i
ωk − ω0
ωL
)
−1
≈ G (ω0)
[
1− iωk − ω0
ωL
−
(
ωk − ω0
ωL
)]
✭✶✹✮
■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ✜❡❧❞ ❛s ❛ s❧♦✇❧② ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈❡❧♦♣❡ v (t) ❛♥❞ ❛ ❢❛st ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡
❝❡♥t❡r ❢r❡q✉❡♥❝② exp (iω0t)✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡rs ♦❢ (ωk − ω0)
En (t) = vn (t) exp (iω0t) ✭✶✺✮
✷✾
✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
En (ωk) = vn (ωk − ω0) ✭✶✻✮
▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ En (ωk) ❜② i (ωk − ω0) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
(
d
dt − iω0
)
✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s
t♦ ✭✶✻✮✱ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ v (t) ❛❧♦♥❡✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✸✮✲✭✶✻✮✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
vn+1 =
[
1− ω0
2Q
TR − 2L (t) + 2G (ω0)
(
1 +
1
ωL➨
d➨
dt➨
− 1
ωL
d
dt
)]
vn (t− TR) ✭✶✼✮
❙♦♠❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ❧♦ss✱ ❛s
g =
2G (ω0)
(ω0/2Q)TR
✭✶✽✮
❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛s
Q
QA (t)
=
2L (t)
(ω0/2Q)TR
✭✶✾✮
✇❤❡r❡ QA ✐s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✲ ❤❡♥❝❡ t✐♠❡ ✲ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥✈❡rs❡ Q ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✳
❋✐♥❛❧❧②
vn+1 (t) = vn (t− TR)− ω0
2Q
TR
×
[
1 +
Q
QA (t)
− g
(
1 +
1
ωL➨
d➨
dt➨
− 1
ωL
d
dt
)]
vn (t− TR) ✭✷✵✮
❚❤✐s ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ (n+ 1) st ♣✉❧s❡ ✐s ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ nth ♣✉❧s❡✱
♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
− ω0
2Q
[
1 +
Q
QA (t)
− g
(
1 +
1
ωL➨
d➨
dt➨
− 1
ωL
d
dt
)]
✭✷✶✮
❚❤✐s ✜rst t❡r♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❧✐♥❡❛r ❝❛✈✐t② ❧♦ss✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✳
❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❞✐✉♠✱ ✇✐t❤ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ■♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥♥❡r♠♦st
♣❛r❡♥t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛s❡r ❣❛✐♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞
❛ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ♦❢ ω0g/2QωL✳
■♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡✱ ❛ ❝❧♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣✉❧s❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ✐ts❡❧❢ ❛❢t❡r ♦♥❡ ♣✉❧s❡ ♣❡r✐♦❞ TP ✳
❚❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❡r✐♦❞ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② r♦✉♥❞✲tr✐♣ t✐♠❡ TR✱ ❛s ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡♥✈♦❧♦♣❡
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❧❛②s ♦r ❛❞✈❛♥❝❡s✳
❆s s✉❝❤✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
✸✵
vn+1 (t) = vn (t− TR + δT ) ✭✷✷✮
✇❤❡r❡ δT ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣✉❧s❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ δT ✱ v (t+ δT ) = v (t) +
δT (dv/dt)✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s❡ ❝❧♦s✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ✭✷✶✮ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥
[
1 +
Q
QA (t)
− g
(
1
1
ωL➨
d➨
dt➨
)
+
g + δ
ωL
d
dt
]
v = 0 ✭✷✸✮
✇❤❡r❡
δ =
ωLδT
(ω0/2Q)TR
✭✷✹✮
❚❤✐s ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♣✉❧s❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❣❛✐♥ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❛
t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦ss ❡❧❡♠❡♥t✳
✺✳✶✳✷ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❆❜s♦r❜♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❙♦❧✐t♦♥✐❝ ❙♦❧✉t✐♦♥
❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❧♦ss ❡❧❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
s❤❛❧❧ ❛❞r❡ss t❤❡ t❡r♠ QQA(t) ✱ ✈✐t❛❧ ✐♥ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s♦❧✐t♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❛❝❝♦♠♦❞❛t❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
✐♥t♦ ✭✷✸✮ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣✉❧s❡❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ n
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s
∂n
∂t
= −n− ne
TA
− σA |v (t)|
2
~ω0AA
n ✭✷✺✮
|v (t)|2 ✐s t❤❡ t❡r♠ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ TA ✐s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✱ ne ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ σA ✐s t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ AA ✐s t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ■❢
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ TA ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s ❢❛st ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❞✐✛❡r❡♥❝❡ n ✐s t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
n = ne
(
1− |v (t)|
2
PA
)
✭✷✻✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
PA =
~ω0AA
σATA
✭✷✼✮
❆❢t❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✱ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s
✸✶
L (t) = σAθAAAne
(
1− |v (t)|
2
PA
)
✭✷✽✮
✇❤❡r❡ θA ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Q/QA ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✾✮ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
Q
QA (t)
= q
(
1− |v (t)|
2
PA
)
✭✷✾✮
✇✐t❤
q =
2σAθAAAne
(ω0/2Q)TR
✭✸✵✮
❚❤✉s✱ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t s❤♦✇s ❢❛st s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❡
❡♥✈❡❧♦♣❡ ❜❡❝♦♠❡s
[
1 + q + (g + δ)
1
ωL
d
dt
− g
(
1 +
1
ω2L
d2
dt2
)]
v = q
|v (t)|2
PA
v ✭✸✶✮
■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ♥♦ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ✇❤❡♥ g+ δ 6= 0✳ ■t ✐s ❛ ❢❛✐r❧② ❧♦♥❣ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✇❡
s❤❛❧❧ s❦✐♣✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ ❬✶✸❪✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦
[
1 + q − g
(
1 +
1
ω2L
d2
dt2
)]
v − q |v (t)|
2
PA
v = 0 ✭✸✷✮
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♣✉❧s❡❧✐❦❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t✐♠❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜②
v (t) = v0s❡❝❤ (t/τp) ✭✸✸✮
✇✐t❤
q
v20
PA
=
2g
ω2Lτ
2
p
✭✸✹✮
❛♥❞
1 + q + g =
g
ω2Lτ
2
p
✭✸✺✮
❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ②❡t ❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s❡❝❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
t❛✐❧s✳ ❙✉❝❤ t❛✐❧s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ ❛s t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ t❛✐❧s
s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❊q✳✭✸✷✮ r❡q✉✐r❡s ❛♥② ❜♦✉♥❞
♣✉❧s❡❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t g < 1+q✱ ❢r♦♠ ✭✸✺✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ ❜❡❢♦r❡ ❛❜s♦r❜❡r ❜❧❡❛❝❤✐♥❣ ❦✐❝❦s ✐♥✱ t❤❡ ❧❛s❡r ✐s ❜❡❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ✇✐t❤
✸✷
t❤❡ ❣❛✐♥ ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥s❛t✉r❛t❡❞ ❧♦ss✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
s♠❛❧❧ ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❧s❡s ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❣❛✐♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✉♥st❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
✺✳✶✳✸ ❙♦❧✐t♦♥ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♦❞❡✲❧♦❝❦❡❞ ▲❛s❡rs ✲ ❉✐s♣❡rs✐♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞ ▼♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣t❤❛t
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❡✈❡r s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❡❞❣❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ♣✉❧s❡s ❜❡❝♦♠❡ s❤♦rt❡r✱ ✇❡ ❡♥t❡r t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳
❆ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤✐s ♥❛t✉r❡ ♠✉st ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❜✉t ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ✐ts ❣❡♥❡r❛❧
r❡s✉❧ts ✐s ✐♥ ♦r❞❡r✳
❲❤❡♥ ❞②❡ ❧❛s❡rs st❛rt❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✽✵✬s✱ ✐t ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✭●❱❉✮ ❛♥❞ s❡❧❢✲♣❤❛s❡✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❙P▼✮ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❑❡rr ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❆s ♣✉❧s❡s ❞✉r❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ✐♥s❝r❡❛s❡s✱ ✐♥❢❡r✐♥❣ ❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦
♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❧✐❣❤t ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠❡❞✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ✐ts ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐♥ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❣r♦✉♣ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐s♣❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❝♦❤❡r❡♥t ❜r♦❛❞❜❛♥❞
✇❛✈❡s s✉❝❤ ❛s ❛ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡✱ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ ♣✉❧s❡ t♦ ❜❡ t❡♠♣♦r❛❧❧②
s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ❛♥❞ ✈❡r② s❡r✐♦✉s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ●❱❉ ✐s ♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ♦♥❝❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❛r❡ ♥♦✇ s❡♣❛r❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆ ♣✉❧s❡ ✭t♦♣ ❝✉r✈❡✮ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❡❞✐✉♠ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ s❡❧❢✲❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✭❜♦tt♦♠
❝✉r✈❡✮ ❞✉❡ t♦ s❡❧❢✲♣❤❛s❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡
❜❛❝❦ ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❧✐♥❡❛r✳
❚♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤✐s✱ ❛♥♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ❝♦♠❡s ✐♥✳ ❉✉❡ t♦ ❑❡rr ❡✛❡❝t✱ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t②
❜❡❛♠s ❛❧t❡r t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠s ✇❤❡r❡ t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡✳ ■♥ ♣✉❧s❡s✱ t❤✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r
✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ❝❛✉s❡s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡ ❞❡❧❛② ❢❡❧t ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐ts❡❧❢✳
❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝❤✐r♣❡❞ ♣✉❧s❡✳ ❆s
t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦♣❛❣❛t❡s✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s♣r❡❛❞ ❛♣❛rt ❜② ●❱❉ ❛♥❞ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
✸✸
❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙♦❧✐t♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❙❆ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦❡❞ ❧❛s❡r✳
♣✉❧s❡ ❜② ❙P▼✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣✉❧s❡❧✐❦❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡t✳
❚♦❣❡t❤❡r ❙P▼ ❛♥❞ ●❱❉✱ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s♦❧✐t♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❛t ❛ ❢s s❝❛❧❡✳
❚♦ ❛❝♦♠♠♦❞❛tt❡ t❤✐s✱ ❙❆▼▲ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✷✮ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❬✶✹❪✿
[
1 + q − g +
(
g
ω2L
− iD
)
d2
dt2
]
v − (q + iδK) |v (t)|
2
PA
v = 0 ✭✸✻✮
✇❤❡r❡ D = β′′L/2 ✐s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ β ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ β′′
✐ts s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳δK = (2π/λ)L/Aeff ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❑❡rr ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t❡ t♦ ●❱❉ ❛♥❞
❙P▼✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❧s❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛ ❣❛✐♥ ✇✐♥❞♦✇ ❞✉❡ t♦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❡❞✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ♣❡❛❦ ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ t❤❛♥ t❤❡ ✇✐♥❣s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♠♦r❡ ❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ❡♥❡r❣②
✐s s②♣❤♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥❛rr♦✇❡r t❡♠♣♦r❛❧✱ t❤❡ ❧❡❛❞s t♦ ❢✉rt❤❡r ♣✉❧s❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣✳ ❙P▼ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♣✉❧s❡
❝❤✐r♣ ❛♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ●❱❉✱ ❧❡❛❞s t♦ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❆ ✜♥❛❧ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤
♣✉❧s❡ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♦❧✐t♦♥✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬✶✸❪✳
❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ t♦ ❝♦✉♥t❡r
t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❧❡♥❣t❤ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ♣r✐s♠s✱
✇❤✐❝❤ s♣❛❝✐❛❧❧② s♣r❡❛❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ tr❛✈❡❧ ❛ ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡
t❤❛♥ ❧♦✇❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✏❝❛t❝❤ ✉♣✑✳ ❚❤✉s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞
t♦ ✇❤❛t❡✈❡r ✈❛❧✉❡ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ s❤♦rt❡st ♣✉❧s❡ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ♣r✐s♠ ✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦rs
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ✇✐t❤ t❤❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜❛s❡❞✱ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧❡ss ❧♦ss ✐♥
t❤❡ ❝❛✈✐t②✳
✸✹
❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❧♦ss ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❑❡rr ❡✛❡❝t✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❧♦ss ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛
♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ♦r ♣✉♠♣✲♠♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❧❡♥s s❡❡♥ ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❑❡rr ❧❡♥s ❡✛❡❝t✱ ♥♦t ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❡♥s✳
✺✳✷ ❑❡rr ▲❡♥s ▼♦❞❡✲▲♦❝❦✐♥❣
❋✐rst ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✶✾✾✶ ❬✺❪✱ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ❑❡rr ❡✛❡❝t ✉s❡s t❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❞✐✉♠ ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ❧♦ss✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❞✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t
❡①❤✐❜✐t s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ ❙❆▼▲ ✉s✐♥❣
❛♥ ❛❜s♦r❜❡r ✇✐t❤ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ❑▲▼ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ s♦❧✐❞ st❛t❡ ❧❛s❡rs✳
❲❤❡♥ ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♥t❡♥s❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡
♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿
n = n0 + n2I ✭✸✼✮
❇♦t❤ n0❛♥❞ n2 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡❞✐✉♠✱ ❜✉t t❤❡ t♦t❛❧ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① n ✈❛r✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❧♦✉❞
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t n2 ✐s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤✐s
❡✛❡❝t ✐s ♦♥❧② s❡❡♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② s♦✉r❝❡s✳
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t ❛ ❜❡❛♠ ✐s ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ ❛ ♠❡❞✐✉♠ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❑❡rr ❡✛❡❝t✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s✈❡rs❡
♣r♦✜❧❡✱ ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱
❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡① t♦ ✈❛r② ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦✜❧❡✿ I = I0 exp−2(r/w)2
✇❤❡r❡ w ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t s✐③❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡①
♦✈❡r ❛ ❧❡♥❣t❤ l ✐s
δφ = 2πδnl/λ = (2πn2I0l/λ) exp−2 (r/w)2 ∼= (2πn2I0l/λ)×
[
1− 2 (r/w)2
]
✭✸✽✮
■♥ t❤✐s ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✐♥ (r/w)2 ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❧❡♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❑❡rr ❧❡♥s ❡✛❡❝t✳
▼♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♠♦r❡ str♦♥❣❧② ❛♥❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡✱ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❧♦ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛
✈❡r② ❢❛st s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② s♦ t❤❛t ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞❡s ❛r❡
❜❡tt❡r ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❛s❡r ♠❡❞✐✉♠ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ♠♦❞❡✳ ❚❤✉s✱ ❤✐❣❤
✐♥t❡♥s✐t② ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♠♦r❡ ❣❛✐♥ t❤❛t t❤❡✐r ❧♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢
❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡✳
✸✺
❆❝❤✐❡✈✐♥❣ ❑▲▼ ✐♥ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ s②st❡♠s ✇❛s ❛ r❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠✐❧❡st♦♥❡ ✐♥ ❧❛s❡r ♣❤②s✐❝s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧
❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❑▲▼ s②st❡♠ ♦♥❧② ❤❛s ✷ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❡❧❡♠❡♥ts✿ t❤❡ ❝r②st❛❧✱ ❛♥❞ ♣r✐s♠ ♣❛✐r ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣
♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s②st❡♠s ✈❡r② ❡❛s② ❞♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ ❛ ❣r❡❛t ❣r♦✇t❤ ✐♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ s♦✉r❝❡s✱ ❡✈❡♥ s♦♠❡ ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ ✉❧tr❛❢❛st
♦♣t✐❝s✳
❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ t♦ ❑▲▼ ❧❛s❡rs ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙❆▼▲✳ ❯s✐♥❣ ❙❆▼▲✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❊❙❆▼✱ t❤❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ ❡♠♣❧♦②❡❞
✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛✈✐t② ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❑▲▼ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦✳ ❲❤✐❧❡ ❑▲▼ ❞❡❧✐✈❡rs ❡q✉❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❡❛s✐❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐t ❧❛❝❦s ✐♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳
✻ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ●r❛♣❤❡♥❡
❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❧❛s❡r ♣✉❧s❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r
✐♥s✐❞❡ ❛ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣✉❧s❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♥♦✇ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s
s♦❧✐❞ st❛t❡ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡rs ✇♦r❦ ❛♥❞ ❤♦✇
❣r❛♣❤❡♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣❛♠❡ ❝❤❛♥❣❡r ✐♥ ②❡t ❛♥♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
✻✳✶ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
❆❧t❤♦✉❣❤ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❢❛✐r❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣
❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ❬✾❪✳ ❆❢t❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦✈❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✳
❲❡ st❛rt ♦✛ ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✭❧❡✈❡❧ ✶✮ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E1✱ ♣♦♣✉❧❛t❡❞
❜② N1 ❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r st❛t❡ ✭❧❡✈❡❧ ✷✮ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E2✱ ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❜② N2 ❛t♦♠s
♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✿ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t
✈♦❧✉♠❡ Nt = N1+N2✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ∆N = N1−N2✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧❡✈❡❧s ∆E = E2 − E1✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✹ ♠❛❥♦r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦ t❤✐s
✇♦r❦✿ ✶✮ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❊♠✐ss✐♦♥❀ ✷✮ ❙t✐♠✉❧❛t❡❞ ❊♠✐ss✐♦♥❀ ✸✮ ❆❜s♦r♣t✐♦♥❀ ✹✮ ◆♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ❞❡❝❛②✳
❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✷✳ ❙✐♥❝❡ E2 > E1✱ t❤❡ ❛t♦♠ ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ❞❡❝❛②
t♦ ❧❡✈❡❧ ✶✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❡♠♠✐t✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛❧ t♦ ∆E✱ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
ν0 = (E2 − E1) /h ✭✸✾✮
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ N2✿
(
dN2
dt
)
sp
= −AN2 ✭✹✵✮
A ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✳ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ τsp = 1/A✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t A ✭❛♥❞ ❛s s✉❝❤ τsp✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧②
✸✻
♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❋♦r st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿
(
dN2
dt
)
st
= −W21N2 ✭✹✶✮
✇❤❡r❡ W21 ✐s t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ r❛t❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❡ ✈❡r② ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❙t✐♠✉❧❛t❡❞
❡♠✐ss✐♦♥ ✐s✱ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s✱ ❛ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ t❤❛t st✐♠✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳
W21 = σ21F ✭✹✷✮
✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ❛♥❞ σ21 ✐s t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ▲✐❦❡ A1✱ σ21 ❞❡♣❡♥❞s
♦♥❧② ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
▼✉❝❤ ❧✐❦❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❛ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡✿
(
dN1
dt
)
a
= −W12N1 ✭✹✸✮
❆❣❛✐♥✿
W12 = σ12F ✭✹✹✮
✇❤❡r❡ σ12 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❚✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❡✳♠✳ ✇❛✈❡ ❬✾❪✳
■t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❊✐♥st❡✐♥ t❤❛t σ12 = σ21 = σ ❛♥❞ W12 = W21 = W ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ❛r❡
♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳
▲❛st❧②✱ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡ ❞❡❝❛②s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛♥② ♠❛♥♥❡r ♦❢ ❞❡❝❛② ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ ✷ t♦ ❧❡✈❡❧ ✶ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♣❤♦t♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❧❛tt✐❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇❡✐♥❣ ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② t♦ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡♠✐ss✐♦♥✿
✸✼
(
dN2
dt
)
nr
= −N2
τnr
✭✹✺✮
τnr ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✳
❲❡❧❧ ❛❧❧ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ♦✉r t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿
dN2
dt
= −W (N2 −N1)− N2
τ
✭✹✻✮
✇❤❡r❡
1
τ
=
1
τsp
+
1
τnr
✭✹✼✮
❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✿
d∆N
dt
= −∆N
(
1
τ
+ 2W
)
+
1
τ
Nt ✭✹✽✮
■♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡✿ d∆N/dt = 0 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿
∆N =
Nt
1 + 2Wτ
✭✹✾✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♥❡❡❞s t♦
❛❜s♦r❜ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
dP
dV
= hνW∆N = hν
WNt
1 + 2Wτ
✭✺✵✮
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❛t✉r❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ✢✉① F ✐s s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t t❤❡ st✐♠✉❧❛t❡❞
❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❛t❡s W = σF ❛r❡ ✈❛st❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❞❡❝❛② r❛t❡ ✭r❛❞✐❛t✐✈❡
❛♥❞ ♥♦♥✲r❛❞✐❛t✐✈❡✮ 1/τ ✳ ❍❡♥❝❡ ❛t s❛t✉r❛t✐♦♥✿
Wτ ≫ 1 ✭✺✶✮
❆♥❞ ✭✺✵✮ ❜❡❝♦♠❡s✿
(
dP
dV
)
s
=
hνNt
2τ
✭✺✷✮
❯♣♦♥ ❝❧♦s❡r ✐♥s♣❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s②st❡♠ s❛t✉r❛t❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦st ❜② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r st❛t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ N1 = N2 = Nt/2✳
❚❤✐s ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❛♥ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❞❡❝❛②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥
♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡q✉❛❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❧❡❛❞✐♥❣ ❡q✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✇❤② ❧❛s❡r
✸✽
❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ N2 ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ N1 ❛♥❞ t❤✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❧❛s❡r ❛❝t✐♦♥ ✐s ♥❡✈❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛② t♦ ❡①♣r❡ss ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✾✮ ❛♥❞ ✭✺✵✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇r✐t❡ W = σI/hν✱ s✐♥❝❡
F = I/hν✱ ❛♥❞ ♥♦✇ ✭✹✾✮ ❛♥❞ ✭✺✵✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿
∆N
Nt
=
1
1 + (I/Is)
✭✺✸✮
dP/dV
(dP/dV )s
=
I/Is
1 + (I/Is)
✭✺✹✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✿
Is = hν/2στ ✭✺✺✮
❙t✉❞②✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ s❛t✉r❛t✐♦♥
❛✛❡❝ts ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭❢♦r N1 > N2✮✿
α = σ∆N ✭✺✻✮
❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡r② s✐♠♣❧✐st✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦♥❧② ♣❤♦t♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ st✐♠✉❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱
✐✳❡✳ σ 6= 0 ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣❤♦t♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ν ❡q✉❛❧s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ν0✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱
t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r♦✉♥❞ ν0 ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✱ r❡s✉❧t ✐♥ σ
❜❡✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ν0✿
σ ∝ g (ν − ν0)
✇❤❡r❡ g (ν − ν0) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ st✐♠✉❧❛t❡❞
❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠❡s ✐♥ t✇♦ ✈❛r✐❡t✐❡s✿ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✳
❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐s ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧✐♥❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s ✭✐♥ ❣❛s❡s✮ ♦r ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥s ✭✐♥ s♦❧✐❞s✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s✳ ❙✐♥❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♦♠ ❛s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝✳ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
▲♦r❡♥t③✐❛♥ ❧✐♥❡s❤❛♣❡✳
■♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ r❡ss♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s
♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ s♦❧✐❞ st❛t❡
❧❛s❡r✱ t❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛✉s❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ♣r♦❞✉❝✐♥❣✱ ✈✐❛ ❙t❛r❦ ❡✛❡❝t✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐♦♥✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ❋♦r ❣❛s❡♦✉s ♠❡❞✐❛✱ t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t
✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❡❡♥ ❜② ❛♥ ❛t♦♠ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✱ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡
✸✾
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡s❤❛♣❡ t♦ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐♥❡s❤❛♣❡✳
❚❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ σ r❡q✉✐r❡s ❡①t❡♥s✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ♦♥❧②
❝✐t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t
σ =
2π2
3nǫ0ch
|µ|2 νg (ν − ν0) ✭✺✼✮
❯s✐♥❣ ✭✺✻✮ ❛♥❞ ✭✺✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿
α =
2π2
3nǫ0ch
|µ|2 ∆Nνg (ν − ν0) ✭✺✽✮
❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ P✉♠♣✲
♣r♦❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥✈♦❧✈❡ t✇♦ ❜❡❛♠s✿ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② I (ν)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝ts
✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠❀ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ✐♥t❡♥s✐t② I ′ (ν′)≪ I (ν) s♦ ❛s t♦ ♥♦t ♣❡rt✉r❜
t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❤♦✇ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠
✐s ✉s❡❞ t♦ s❛t✉r❛t❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦❜❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡r❛❝ts ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ r❡❣✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡❛♠s ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦❧❧✐♥❡❛r✳
▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ✭✺✸✮ ❛♥❞ ✭✺✽✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿
α =
α0
1 + I/Is
✭✺✾✮
✇❤❡r❡
α0 =
2π2
3nǫ0ch
|µ|2Ntν′g (ν′ − ν0) ✭✻✵✮
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✺✾✮ ❛♥❞ ✭✻✵✮ s❤♦✇ t✇♦ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst❧②✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣✉♠♣
✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✭t❤✐s ♠✉❝❤ ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ s❛t✉r❛❜❧❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥✮✳ ❨❡t✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡♠❛✐♥❡❞
✉♥❛❧t❡r❡❞✱ ❜✉t ✐t ✐s s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♥❡ g (ν′ − ν0) ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② Is✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ s❤♦✇s
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ I/Is✳
✹✵
❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ Pr♦❜❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣✉♠♣ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ◆♦t❡ ✐t ❡①❤✐❜✐ts ❛
▲♦r❡♥t③✐❛♥ s❤❛♣❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦ I ✭t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✮
✻✳✷ ●r❛♣❤❡♥❡
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐ts ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡
✇✐❧❧ t❤❡♥ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❧❛❝❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❝❡♥❡✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t
✇✐t❤ ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✱ t❤❡ ❙❊❙❆▼✱ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇ ❤♦✇ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ ✇❤❛t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞✳
✻✳✷✳✶ ●r❛♣❤❡♥❡ ❇❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡
P♦st✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✶✾✹✼ ❬✶✺❪✱ ❛♥❞ ❛✇❛r❞✐♥❣ ❛ ◆♦❜❡❧ ♣r✐③❡ ✐♥ ✷✵✶✵ ❬✶✻❪✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❛ ❝r②st❛❧✐♥❡ ❢♦r♠ ♦❢
❝❛r❜♦♥✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♥❡❛r❧② ✷❉ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ✷❉ ❣❛s ♦❢ ❉✐r❛❝ ❢❡r♠✐♦♥s
s❤♦✇s ♥♦t❛❜❧❡ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥ ❛♠❛③✐♥❣❧② ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❬✶✼❪ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧♦✇
✐♥t❡♥s✐t② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✈❡r② ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❬✶✽❪✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ❤❡r❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ❬✶✾✱ ✷✵✱ ✷✶✱ ✷✷❪✳
❲❤❡♥ ✜rst ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡①❢♦❧✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧②✲♦r❞❡r❡❞ ♣②r♦❧②t✐❝ ❣r❛♣❤✐t❡ ✭❍❖P●✮ ✐♥ ✷✵✵✹ ❬✶✻❪✱ ❣r❛♣❤❡♥❡
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst r❡♣♦rts ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛♥
❡①t❡♥s✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s❝❛❧❛❜❧❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮ ❬✷✸✱ ✷✹❪✱ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙✐❈ ❬✷✺❪ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬✷✻❪✳
❚❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✢❛❦❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ♦♣❡♥❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ✈❡r✐❢②
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ s②st❡♠s✳
❋✐❣✉r❡ ✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛
❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠ ❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t✇♦ s✉❜❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ❆ ❛♥❞ ❇✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ d = 1.42➴✳
❚❤❡ ♦✉t❡r s❤❡❧❧ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ❝♦♥t❛✐♥s ✹ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✸ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t✐❣❤t ❜♦♥❞❡❞✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ σ✲
❜♦♥❞s ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❢♦✉rt❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ π ❛♥❞ π∗ ❜♦♥❞s✳ ❚❤❡s❡ ✇❡❛❦❡r
❜♦♥❞s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦st t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ■♥ t❤❡ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❬✷✼❪✿
✹✶
❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ✭❛✮ ❈r②st❛❧ ❧❛tt✐❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ✭❜✮ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❊❧❡❝tr♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✳ ❉❡t❛✐❧ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s❤♦✇s t❤❡
❉✐r❛❝ ❝♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ K ♣♦✐♥t✳ ■♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❈❡♥tr♦ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ❞♦ P♦rt♦ ✭✇✇✇✳❢❛r❛❞❛②✳❢❝✳✉♣✳♣t✮✳
E (kx, ky) = ±γ0
[
1 + 4 cos
(√
3
2
kxa
)
cos
(
1
2
kya
)
+ 4 cos2
(
1
2
kya
)]1/2
✇❤❡r❡ γ0 ✐s t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥✐❡❣❤❜♦✉r ❤♦♣♣✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ a =
√
3d = 2.46➴ ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t✳
❚❤❡ ✏✰✑❛♥❞ ✏✲✑❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✺✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ✐ts ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥
③♦♥❡ ❡❞❣❡✱ ✐✳ ❡✳ ❛t t❤❡ K ❛♥❞ K ′ ♣♦✐♥ts✳ ❆t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♠❡❡t✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❞✉❛❧ ❝♦♥❡ str✉❝t✉r❡ t♦✉❝❤✐♥❣ ❛t t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ǫF = 0✳
❆r♦✉♥❞ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r ❤♦❧❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❉✐r❛❝ ❡q✉❛t✐♦♥✿
E
(
~k
)
= ~vF
∣∣∣~k∣∣∣ ✭✻✶✮
✇❤❡r❡ vF ≈ 106m/s ✐s t❤❡ ❋❡r♠✐ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ③❡r♦ ❜❛♥❞❣❛♣✱
❣✐✈❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
✹✷
❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ●r❛♣❤❡♥❡ s❤♦✇s ✈❡r② ❝♦♥st❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❜r♦❛❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
s❧✐❣❤t② ❢♦r s❤♦rt❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ●r❛♣❤❡♥❡✬s ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ✼✵✵✲✾✵✵♥♠ r❛♥❣❡✱
t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡
✻✳✷✳✷ ●r❛♣❤❡♥❡ ❖♣t✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s
❊❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ K ❛♥❞ K ′ ♣♦✐♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ t❤❡
✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❢r❛r❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❙✐♥❝❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤♦✇s ♥♦ ❜❛♥❞❣❛♣ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥s ♥❡❛r t❤❡ Γ ♣♦✐♥t ✭❝❡♥t❡r ♦❢
t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✮ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦✈❡r ❛ ✈❡r② ✇✐❞❡ s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ❬✷✽✱ ✷✾❪
πα ≈ 2.3% ✭✻✷✮
✇❤❡r❡
α =
e2
~c
=
1
137
✭✻✸✮
✐s t❤❡ ✜♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲✐♥❡❛r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s ❣r❛♣❤❡♥❡ t♦ s❤♦✇ ❡①❝❡❡❞✐♥❣❧② ❤✐❣❤
♦♣t✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❬✸✵❪✳ ❲❤✐❧❡ ❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ ♠❡❞✐❛ s✉❝❤ ❛s ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤♦✇ ♥♦ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② χ(2) ✭♥♦r ❛♥② ❡✈❡♥ ♦r❞❡r s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s✮✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤♦✇s ❛♥ ❛♠❛③✐♥❣❧② ❤✐❣❤ χ(3)✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❬✸✶❪ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✭❑❡rr
❡✛❡❝t✮✳ ❱❡r② ❤✐❣❤ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r χ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛❧s♦ r❡s✉❧t ✐♥ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❤✐❣❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
❬✸✷❪✳
✻✳✷✳✸ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ●r❛♣❤❡♥❡
❋✐❣✉r❡ ✶✼ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r
s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ P❛✉❧✐ ❜❧♦❝❦✐♥❣✳ ■♥ ✭❜✮✱
❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣✉❧s❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❤♦❧❡s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤
✹✸
❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❚❤❡ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♥❡❛r t❤❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥t✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❜❛♥❞
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❇❧✉❡ ❝♦♥❡ ✐s t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞✳ ❘❡❞ ❝♦♥❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ✭❜✮ ❆
♣❤♦t♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② E = ~ω ❡①❝✐t❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ✭❝✮
❊❧❡❝tr♦♥s ❡①❝✐t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t♦
❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣❀ t❤❡ ❤♦❧❡s t❤❡② ❧❡❢t ❜❡❤✐♥❞ ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♥❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥s
t♦ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞ t♦ t❤✐s s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ✐♥tr❛❜❛♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r✳
✭❞✮ ❆t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♣✉❧s❡ ✢✉❡♥❝❡s✱ ❡♥♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❝✐t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦♣❡♥ st❛t❡s ♦❢ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞
st✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ r❡❛❝❤ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜s♦r❜❡r ✐s s❛t✉r❛t❡❞✳ ❬✸✸❪
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥t✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✭❝✮✱ ❛ ❢❛st ✭7− 120 ❢s ❬✸✹❪✮ ❡❧❡❝tr♦♥ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥✲❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤♦t ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ s❧♦✇❡r
✭♣✐❝♦s❡❝♦♥❞✮ ❡❧❡❝tr♦♥✲♣❤♦♥♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ❝♦♦❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❆❢t❡r t❤❛t ✭♥♦t s❤♦✇♥
✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✱ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞♦♠✐♥❛t❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛♥❞ ❤♦❧❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❛s s❡❡♥ ✐♥ ✭❛✮✮ ✐s r❡st♦r❡❞✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞
♣❤♦t♦❧✉♠✐♥❡s❝❡♥❝❡ ❬✸✺❪✳
❚❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❥✉st t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✉♥❞❡r ❧♦✇ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❆s t❤❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♦ ✇✐❧❧ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ♣❛✐rs ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❜❡ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡
✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s t❤❡ st❛t❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞s t♦
✜❧❧✱ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✭❝✮✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ✈❛❧✉❡✱
✐t ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡✳
❖t❤❡r ❡✛❡❝ts ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s
❜❡✐♥❣ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❚P❆✮ ❬✸✻❪✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t② ❡✛❡❝t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t✇♦ ♣❤♦t♦♥s ω ❛t ♦♥❝❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ 2ω tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s t✐♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉rs ❢♦r ✐♥t❡♥s✐t②
✈❛❧✉❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡
❞✉❡ t♦ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ❤✐❣❤ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳
◗✉❛♥t✉♠ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤✐s ❡✛❡❝t t♦ ❜❡ ✶✵✵ t✐♠❡s ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ✐♥ ❜✐❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡
❬✸✻❪ ❛♥❞ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❧❛②❡r s❛♠♣❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✽ s❤♦✇s t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❚P❆ ✐♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✹✹
❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s
r❡❣✉❧❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s ❛ r♦❧❧♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✢✉❡♥❝❡ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦
❚P❆ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ ❞r♦♣✳
✻✳✷✳✹ ●r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ❈✉rr❡♥t ▼♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❙❝❡♥❡
❈✉rr❡♥t❧②✱ ❙❊❙❆▼ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦r ❙❆▼▲✳ ❙❊❙❆▼ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣
✈❡r② ❝♦♠♣❛❝t ❛♥❞ ❝✉st♦♠✐③❛❜❧❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ t❛✐❧♦r ♠❛❞❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞❡s✐❣♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ♦♣t♠✐③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❛✈✐t② ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞
✇✐t❤ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ✐ts ❣❡♦♠❡tr②✳
❇✉t s♣❡❝✐✜❝✐t② ✐s ❛❧s♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❢♦r t❤❡✐r ♠❛✐♥ ✢❛✇s✳ ❙❊❙❆▼ ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡
♠✉❧t✐❧❛②❡r ❞❡✈✐❝❡s ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤② ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♦♠❡ ❝❡♥tr❛❧
❡♠✐ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❇❡✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ t❤❡② ♦♥❧② ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ❢❛✐r❧② ♥❛rr♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝②
❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❜❡✐♥❣ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✱ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❞❛♠❛❣❡✱
❤❛✈✐♥❣ s❤♦rt ✇♦r❦ ❧✐❢❡t✐♠❡s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ❧❛s❡rs✳ ❲❤✐❧❡ ❙❊❙❆▼ ❤❛✈❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
♥♦t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❧❡ss
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❲✐t❤ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♥❡❛r❧② ❛❝❤r♦♠❛t✐❝ ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛st
❝❛rr✐❡r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❝✉rr❡♥t s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡rs✳ ❚❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧② ❧❛r❣❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦✇❡r s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛t❡r✐❛❧s
s✉❝❤ ❛s ❣❛❧❧✐✉♠ ❛rs❡♥✐❞❡ ✭●❛❆s✮✳ ❚❤❡ ✷✳✸✪ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇✐❝❡
t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ 10 ♥♠ t❤✐❝❦ ●❛❆s q✉❛♥t✉♠ ✇❡❧❧✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡
s♣❡❝tr❛❧ r❛♥❣❡✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❝❛♥ ❜❡ s❛t✉r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ♠♦❞❡✲
❧♦❝❦✐♥❣ ❧❛s❡r ✇✐t❤ ❡①♦t✐❝ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙♦
❢❛r✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦ t✉♥❛❜❧❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❧❛s❡rs ✇✐t❤ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss ❬✸✽✱ ✸✾✱ ✹✵❪
❛♥❞ ❡①♦t✐❝ ❧❛s❡rs ✇✐t❤ ✉♥❝♦♥✈❡♥t✐❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❙❊❙❆▼
❬✹✶✱ ✹✷✱ ✹✸❪✳
❇❡✐♥❣ ✉s❡❞ ♠♦st❧② ✐♥ ✜❜❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❡①♦t✐❝ ❧❛s❡rs✱ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❢❛❧❧
s❤♦rt ♦❢ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❧❛s❡r s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡rs✳
✹✺
❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❙❊❙❆▼ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② Pr♦❢✳ ❳✐❛♥❣ ◆✐♥❣ ❛♥❞ Pr♦❢✳ ❈❤✉❛ ❙♦♦ ❏✐♥ ❛t t❤❡
◆❛t✐♦♥❛❧ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙✐♥❣❛♣♦r❡✳ ✭❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡♥❣✳♥✉s✳❡❞✉✳s❣✴❊❘❡s♥❡✇s✴✵✷✷✵✶✶✴s❢✼✳❤t♠❧✮
❚✐t❛♥✐✉♠✿s❛♣♣❤✐r❡ ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡st ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞s ❦♥♦✇♥ t♦❞❛② ❛♥❞ ✐s t❤❡ ✐❞❡❛❧ s②st❡♠ t♦
st✉❞② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ ✉❧tr❛✲❜r♦❛❞❜❛♥❞ s②st❡♠s✳ Pr✐♦r t♦ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦♥❧② ♦♥❡
❣r♦✉♣ ❤❛❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ ❛ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ s❡t✉♣✳ ❈♦♥st❛♥t ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s
❛❧s♦ ❦❡② ❢♦r ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡rs✱ ✇❤❡r❡ ❛ s♠❛❧❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇♦✉❧❞ ❧✐♠✐t t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥
❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤✉s ❧✐♠✐t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳
❈❛rr✐❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ❢♦r ❙❆▼▲✱ ❛s t❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❞✐❝t❛t❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ✇✐♥❞♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❢♦r♠✳ ■❢ t❤❡s❡ ❛r❡ t♦♦ ❧♦♥❣✱ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ s❛t✉r❛t❡❞
❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦♥❣ ♥❡t ❣❛✐♥ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s ❛r❡
❢♦r♠❡❞✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤♦✇ ❜r♦❛❞ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞ ✐s✳ ❋♦r ❢s ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❛st ❡❧❡❝tr♦♥✲
❡❧❡❝tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ✇❤❛t ❝♦✉♥ts ❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❝❡❡❞✐♥❣❧② s❤♦rt ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✱
❛t 7− 120 ❢s ❬✸✹❪✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ s❛♠♣❧❡ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡s❡ t✐♠❡s ❛r❡ ♦♥ ♣❛r ✇✐t❤ t♦❞❛②✬s ❢❛st❡st ❙❊❙❆▼
❞❡✈✐❝❡s ❬✹✹❪✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❣r❛♣❤❡♥❡✬s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜② ✐♥❝✐❞❡♥t ❧✐❣❤t
✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ✐s ✈❛st❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ ✐ts ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ❙❊❙❆▼❀ ❜♦t❤ ✐♥ ✈❛❧✉❡✱ ❛t ✻✻✳✺✪❀
❛♥❞ ✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②✱
✇❤✐❧❡ ❙❊❙❆▼ ♦♥❧② ✇♦r❦ ✐♥ ❛ ❢❛✐r❧② ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞✳
●r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❛❧s♦ ❞✉r❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥✲r❛t❡ s②st❡♠s ❬✹✺❪✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ ♦♣t✐❝❛❧✲q✉❛❧✐t② ❧♦✇ ❧♦ss s✉❜str❛t❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t♦ ✉s❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✳
✻✳✸ P✉❧s❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t
❍❛✈✐♥❣ ❛ ♣✉❧s❡ s❤♦rt ❡♥♦✉❣❤ t♦ s❛♠♣❧❡ ❛♥② ❡✈❡♥t ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤❛s ✐ts ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇ ❝❛♥
✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✇❤❛t ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ❜❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❡✈❡♥t ♦✉r ❧❛❜ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡❄ ❈♦♠♠♦♥
✹✻
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡s ❜❡❝♦♠❡ ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡✈❡♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s ❛r♦✉♥❞
♣✐❝♦s❡❝♦♥❞s ✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥✳
❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛❜str❛❝t ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s♣❡❝tr❛❧
r❡s♣♦♥❞❡ H (ω) ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐ts ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h (t)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✱ ✇❤❛t
✇✐❧❧ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐ts❡❧❢ a (t)✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ s✐❣♥❛❧
s (t) ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
s (t) = a (t)⊗ h (t) ✭✻✹✮
❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s st❛t❡ t❤❛t ψ (t) ⊗ δ (t) = ψ (t)✱ ✇❤❡r❡ δ (t) ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤✐s✳ ■❢ h (t) ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ❛♥② ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ a (t)✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ②✐❡❧❞s a (t)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ s❤♦rt ♣✉❧s❡s✱ ✐t ✐s t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✿ a (t) ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛♥②
❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ②✐❡❧❞s ♦♥❧② h (t)✳
❇✉t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ t❤✐♥❣ ❛s ❢❛st ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡✿ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐ts❡❧❢✳ ❇② ✉s✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ❢♦r s❡❧❢✲r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✻✳✸✳✶ ❙❡❝♦♥❞ ❖r❞❡r ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❚❤❡ ♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡
✷✵ s❤♦✇s ❛ ❜❛s✐❝ s❡t✉♣ ❢♦r ❛ ♣✉❧s❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t♦r✳ ❆♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣✉❧s❡ ✐s s♣❧✐t ❜② ❛ ✺✵✴✺✵ ❜❡❛♠✲s♣❧✐tt❡r
✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲♣✉❧s❡s✱ ❡❛❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡ ❛r♠ ♦❢ ❛ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡② ❛r❡
t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥t♦ ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦✉❜❧✐♥❣ ❝r②st❛❧✱ ❛ ❤✐❣❤✲♣❛ss ✜❧t❡r
t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❜❛♥❞❣❛♣ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥
❡♥❡r❣② t♦ ♠❛❦❡ t✇♦✲♣❤♦t♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣❤t ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✬s ❛r♠s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❧s❡ ❛rr✐✈❛❧
t✐♠❡s ✐s ✈❛r✐❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛r♠s ❧❡♥❣❤t ♠❛t❝❤✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦
s✉❜✲♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ r❡❣✐st❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ 2T ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
1
2T
+Tˆ
−T
{
[E (t)− E (t− τ)]2
}2
dt ✭✻✺✮
❚❤✐s s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲r❡s♦❧✈❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭❋❘❆❈✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
t✐♠❡ T ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣❡r✐♦❞✱ t❤✐s s✐❣♥❛❧ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❛✉t♦❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✿
G2 (τ) =
+∞ˆ
−∞
∣∣∣∣[E˜ (t)− E˜ (t− τ)]2
∣∣∣∣
2
dt
✹✼
❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
=
+∞ˆ
−∞
∣∣∣E˜2 (t) + E˜2 (t− τ) + 2E˜ (t) E˜ (t− τ)∣∣∣2 dt ✭✻✻✮
❊①♣❛♥❞✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
G2 (τ) =
+∞ˆ
−∞
{
E˜2 (t) E˜∗2 (t) + E˜2 (t) E˜∗2 (t− τ) + E˜2 (t) 2E˜∗ (t) E˜∗ (t− τ)
+E˜2 (t− τ) E˜∗2 (t) + E˜2 (t− τ) E˜∗2 (t− τ) + E˜2 (t− τ) 2E˜∗2 (t) E˜∗2 (t− τ)
+2E˜ (t) E˜ (t− τ) E˜∗2 (t) + 2E˜ (t) E˜ (t− τ) E˜∗2 (t− τ)
+2E˜ (t) E˜ (t− τ) 2E˜∗ (t) E˜∗ (t− τ)
}
dt
=
+∞ˆ
−∞
{
I2 (t) + I2 (t− τ) ✭✻✼✮
+4 [I (t) + I (t− τ)]❘❡
[
E˜ (t) E˜∗ (t− τ)
]
✭✻✽✮
+2❘❡
[
E˜2 (t) E˜∗2 (t− τ)
]
✭✻✾✮
+4I (t) I (t− τ)} dt ✭✼✵✮
❚❤✐s ✜♥❛❧ ❢♦r♠ ❤❛s ❢♦✉r t❡r♠s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡✳
✶✳
´ +∞
−∞
I2 (t) + I2 (t− τ) dt ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✷✳
´ +∞
−∞
4 [I (t) + I (t− τ)]❘❡
[
E˜ (t) E˜∗ (t− τ)
]
dt ✐s t❤❡ s✉♠✲♦❢✲✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠
♦❢ E˜ (t)
✸✳
´ +∞
−∞
2❘❡
[
E˜2 (t) E˜∗2 (t− τ)
]
dt ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝
✹✳
´ +∞
−∞
4I (t) I (t− τ) dt ✐s t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ I (t)
✹✽
❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s✐♠♣❧② ❝♦♠❜✐♥❡s s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐♥t♦ ♦♥❡
✭❛❞♠✐tt❡❞❧② ❝♦♠♣❧❡①✮ tr❛❝❡✳ ❈♦♥✈❡♥✐❡♥t❧②✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ♦❝❝✉r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿
0✱ ω ❛♥❞ 2ω✳
❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❧s❡✳
❲❤❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜✲♣✉❧s❡ ❜❡❛♠s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦❧❧✐♥❡❛r ❢❛s❤✐♦♥✱ G2 ✐s
r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❡r♠s ✶✳ ❛♥❞ ✹✳ ✐♥ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♥♦♥✲❝♦❧❧✐♥❡❛r ✐♥t❡♥s✐♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❖♥❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ♥♦♥✲❝♦❧❧✐♥❡❛r ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✐❢ ❙❍● ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ t♦t❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✱ s✐♥❝❡ ♣❤❛s❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❜❡✐♥❣ ❡♠✐tt❡❞
✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣✉❧s❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✲❢r❡❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥t❡♥s✐♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r ♣❡❛❦✲t♦✲❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
r❛t✐♦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s✉❜✲♣✉❧s❡ ❛rr✐✈❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡❧❛② ✭✇❤❡♥ τ =∞✮ ♦♥❧② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ✐s ❧❡❢t✱
❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ 2
´
∞
−∞
I2 (t) dt✳ ❋♦r t❤❡ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡✱ ❛t τ = 0✱ ✐♥t❡♥s✐♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦✉♥ts ♦♥❧②
t❡r♠s ✭✻✼✮ ❛♥❞ ✭✼✵✮ t♦ ②✐❡❧❞ 6
´
∞
−∞
I2 (t) dt ✇❤✐❧❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠❡s ✐♥ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❢♦✉r t❡r♠s t♦ ②✐❡❧❞
16
´
∞
−∞
I2 (t) dt✳ ❚❤✉s✱ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣❡❛❦✲t♦✲❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ r❛t✐♦ ❞♦ ✽✿✶ ✇❤✐❧❡
✐♥t❡♥s✐♠❡tr✐❝ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❤❛s ✸✿✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ ❜✐❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✳
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♥ ❆❈ tr❛❝❡ ✐s ✐ts ❋❲❍▼✱ ∆τ ✳ ❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣✉❧s❡ s❤❛♣❡
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡♥ ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡❝t❡❞ s❤❛♣❡ ♣✉❧s❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣♦ ❢r♦♠
t❤❡ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ❆❈ s✐❣♥❛❧ ∆τ t♦ t❤❡ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ∆tp✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡s ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ s❡❝❤2 s❤❛♣❡❞ ♣✉❧s❡s✳
P✉❧s❡ s❤❛♣❡ I (t) ∆τ/∆tp
●❛✉ss✐❛♥ exp [−4 ln (t∆tp)]2 ✶✳✹✶✹
❍②♣❡r❜♦❧✐❝ s❡❝❛♥t s❡❝❤2
[
2 ln
(
1 +
√
2t/∆tp
)]
✶✳✺✹✸
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♣✉❧s❡ ✇✐❞t❤ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢❛❝t♦rs
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✢❛✇ ♦❢ ❋❘❆❈ ✐s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❛t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ ❜✐❣
✹✾
✐ss✉❡ ❢♦r ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s ✭❧♦♥❣❡r t❤❛♥ 20 ❢s✮ s✐♥❝❡ ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❧❡ss str✉❝t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞
t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❡✛❡❝t ✐s s♠❛❧❧❡r✳ ❙t✐❧❧✱ ●❉❉ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❚❖❉✮ ❛r❡ ✐♠♣❛❝t❢✉❧ ✐♥ t❤❡
♣✉❧s❡ s❤❛♣❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s
♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❢✉❧❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
✐s t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❝❛♥ ♦r ✏❞✲s❝❛♥✑ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t ■❋■▼❯P✲■◆ ❬✹✻❪✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳
❉✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ❣❧❛ss ✇❡❞❣❡s ❛♥❞ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞✲❤❛r♠♦♥✐❝ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆ ✷❉
♣❧♦t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s♣❡❝tr❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✈s ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ❛❧❣♦r②t❤✐♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜❡st
r❡❝r❡❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♣❤❛s❡✳
✺✵
P❛rt ■■■
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❙❡t✉♣
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧❛s❡r s②st❡♠ ✇❤❡r❡ ✉❧tr❛s❤♦rt ♣✉❧s❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s❛t✉r❛❜❧❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳
❉❡s✐❣♥✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ✐s ❛♥ ❡♥❞❡❛✈♦✉r ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ▼❙❝
t❤❡s✐s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ✇♦r❦ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ♦♣t❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛♣❛rt ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ✇♦r❦✐♥❣ ❧❛s❡r s②st❡♠ ❛♥❞
♠♦❞✐❢② ✐t✱ s❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s ✭❛s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rts ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ♦r
♠❛❞❡✮✳
❇✉t ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❡❛s✐❡r t❤❛♥ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥❞ ❡♠♣t② t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❜♦①❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ s②st❡♠ ♣♦s❡s ✐ts ♦✇♥ s❡t ♦❢ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✇♦r❦
❛r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ s❡t✉♣✱ ❜❡✐♥❣ ❛s ❧✐tt❧❡ ✐♥✈❛s✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❆ ❧❛s❡r s②st❡♠ ❜✉✐❧t t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛s ❛♥ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ st✉❞② ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ❛r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ ❛❢t❡r t❤✐s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉♥✐q✉❡ st✉❞② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s❛♠♣❧❡s s✉❝❤ ❛s t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
♦t❤❡r ✷❉ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡s✐❞❡s ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ✇❤♦s❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳
❲✐t❤ t❤✐s s❡t✉♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❤❡r❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤
♠❛t❡r✐❛❧s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t✇♦ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡s✱ ✉s✐♥❣ s✉❜✲✶✵❢s ♣✉❧s❡s✳
❚❤❡ s❡t✉♣ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❡♥ ❝❤✐r♣❡❞
♠✐rr♦rs ❛♥❞ t✐❣❤t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛♥❛❧②③❡❞✳
✼ ■♥✐t✐❛❧ ❑▲▼ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡ ❙❡t✉♣
❲♦r❦ st❛rt❡❞ ♦♥ ❛ ❤♦♠❡♠❛❞❡ ❚✐✿❙❛♣♣❤✐r❡ ❑▲▼ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s②st❡♠s
❢♦r ❑▲▼ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ♥❛♠❡❧② ❘❛✐♥❜♦✇ ❜② ❋❡♠t♦❧❛s❡rs ✭✉s❡❞ t♦ ❢❡❡❞ ❛ ❝❤✐r♣❡❞ ♣✉❧s❡
❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s❡t✉♣ ❛t ■❋■▼❯P✲■◆✮✱ t❤✐s s②st❡♠ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❜✉✐❧t t♦ ♦✛❡r ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❊①t❡♥s✐✈❡ ❝❛✈✐t② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ st❛♥❞❛r❞
✏❡♥❝❧♦s❡❞ ✐♥ ❛ ❜♦①✑ s②st❡♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✷ s❤♦✇s t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ■t ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞
❜✉✐❧t ❜② ♣r♦❢❡ss♦r ❍❡❧❞❡r ❈r❡s♣♦ ❞✉r✐♥❣ ❤✐s P❤❉ ✇♦r❦ ✐♥ ▲✐s❜♦♥ ❬✹✼❪✳ ■t ✇❛s ❜r♦✉❣❤t t♦ ❋❡♠t♦▲❛❜
❛♥❞ r❡✲❛ss❡♠❜❧❡❞ ❜② ❆❧❡①❛♥❞r❛ ❆♠♦r✐♠ ❢♦r ❤❡r P❤❉ ✇♦r❦ ❬✹✽❪✳
❚❤❡ ❝r②st❛❧ ✉s❡❞ ✇❛s ❝✉st♦♠ ♦r❞❡r❡❞ t♦ ❈r②st❛❧ ❙②st❡♠s✱ t❛✐❧♦r✲♠❛❞❡ ❢♦r t❤✐s s❡t✉♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
♣r♦✈✐❞❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡r② ♠✐rr♦r ✉s❡❞ ✐s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ♣r✐s♠ ♣❛✐r ✐s ✉s❡❞
❢♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳ ❆♥ ❡①t❡r♥❛❧
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞✱ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ str❡t❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ s✉✛❡rs ♦♥❝❡ ✐t ❧❡❛✈❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✳ ❊①tr❛❝❛✈✐t❛r② ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❛❞❞s ♠✉❝❤ t♦ t❤❡ ❧❛s❡r✬s
✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♠♦st
❧✐❦❡❧② tr❛✈❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✺✶
❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ■♥✐t✐❛❧ ❑▲▼ s❡t✉♣ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✹✽❪✳ ❚❤❡ s❡t✉♣ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐s♠ ♣❛✐r t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❡♠♣♦r❛❧ str❡t❝❤✐♥❣✮ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛❢t❡r ❡①✐t✐♥❣ t❤❡
❝❛✈✐t②✳ ❆❢t❡r ❡①✐t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛r ❧❡❢t✱ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡
❧❡❢t ❜♦tt♦♠ ♣r✐s♠✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ r✐❣❤t ❜♦tt♦♠ ♣r✐s♠✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐s ❡❧❡✈❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ♣❡r✐s❝♦♣❡✱ r❡✈❡rs✐♥❣ ✐ts ♣❛t❤ ❜✉t ♥♦✇ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ t♦♣ ♣r✐s♠ ♣❛✐r✳ ■t ✜♥❛❧❧② ♣❛ss❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡
♠✐rr♦r ✇❤❡r❡ ✐t ✇❛s ✜rst r❡✢❡❝t❡❞ ❛s ✐t ❡①✐st❡❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ P❡r✐♦❞✐❝ ♣✉❧s❡ ♦✉t♣✉t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ✭r✐❣❤t✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t✉♣ ❜②
❆❧❡①❛♥❞r❛ ❆♠♦r✐♠ ❬✹✽❪✳ ❆ s❧✐t ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ♣r✐s♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✭❛s ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛❤❡❛❞✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❧❛s❡r t✉♥✐♥❣✳
s❡t✉♣s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♣❡rt✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣✉♠♣ ♠♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✳
❚❤✐s s②st❡♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♥♦t❛❜❧❡ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t✇♦ P❤❉ ✇♦r❦s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐ts
❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❬✹✼❪ ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs ❬✹✽❪✳
✺✷
❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ❙✉♣❡r❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤♦❧❧♦✇ ✜❜❡r ✭♣❛rt ♦❢ t❤❡ P❤❉ ✇♦r❦ ♦❢ ❆❧❡①❛♥❞r❛ ❆♠♦r✐♠✮
❬✹✽❪
✽ ◆❡✇ ●r❛♣❤❡♥❡ ❙❡t✉♣
❆❢t❡r ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❜✉✐❧t ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ s❡t✉♣✱ t❤❡ st❡♣ t♦ t❛❦❡
❛♣❛rt ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❧t❡r ✐t ✇❛s ❛ ✇❡❧❧✲t❤♦✉❣❤t st❡♣ ✇✐t❤ ♣❧❡♥t② ♦❢ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞♦♥❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✱
❲✐♥▲❛s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥✳
✽✳✶ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥
✽✳✶✳✶ ❇❡❛♠ ❋♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❙♣♦t ❙✐③❡
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❧❛s❡r ♠♦❞❡✲❧♦❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❡♥s✉r✐♥❣
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❡s ♠♦❞❡st❧② ❜❡t✇❡❡♥ s❛♠♣❧❡s✱ ❛♥❞
❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.53▼❲✴❝♠➨ ❬✹✾❪ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚♦ r❡❛❝❤ s✉❝❤ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❜❡❛♠
♠✉st ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r✳
❋✐rst❧②✱ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ r❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♥❡❡❞❡❞ t♦
❞❡❧✐✈❡r t❤❡s❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ■♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ♣♦✇❡r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r ❛♥❞
t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♦❢ 96.75%✱
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡st ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ 300♠❲✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ♣♦✇❡r ♦❢ 9.23❲✳
❋♦r ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠✱ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s
I =
1.88P
πw➨
✭✼✶✮
✺✸
✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ♣♦✇❡r ❛♥❞ w ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛✐st ❛t t❤❡ s♣♦t✳ ❯s✐♥❣ ✭✼✶✮✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ❜❡❛♠ ✇❛✐st ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ 32.3µ♠✳
❚❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠ ❝❤♦s❡♥ ✇❛s ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦r ♣❛✐r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛✐st ❛t t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs
w0 =
(
2λ
π
)(
f
D
)
✭✼✷✮
✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ❛♥❞ D ✐s t❤❡ ❜❡❛♠ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥❝✐❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❡♥s✳ ❙♠❛❧❧❡r
❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❜❡❛♠ ✇❛✐st ❛t t❤❡ ❢♦❝✉s ❜✉t t❤❡② ❛❧s♦ ♣♦s❡ s❡t✉♣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱
s♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❛t st✐❧❧ ❣❛r❛♥t❡❡s s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤r❡❡ ❝♦♦♠♠❡r❝✐❛❧❧②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♠✐rr♦rs✱ ✇✐t❤ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s f ♦❢ 2.5 ❝♠✱ 3.75 ❝♠ ❛♥❞ 5 ❝♠✳ ❙♠❛❧❧❡r ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s
❛❧❧♦✇ ❢♦r s♠❛❧❧❡r ❜❡❛♠ ✇❛✐st ❛t t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❜✉t ♠❛② ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ s❡t✉♣✱ ❞✉❡
t♦ s♣❛❝❡ ❝♦♥str✐❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✺ s❤♦✇s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ f = 3.75 ❝♠ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♠✐rr♦r ♣❛✐r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ 32.3µ♠ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ f = 3.75 ❝♠ ♣❛✐r ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
❜❡t✇❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ s♣♦t s✐③❡ ❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ ❙♣♦t s✐③❡ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❜str❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ♠✐rr♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝r②st❛❧
s✉❜✲❝❛✈✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❲✐♥▲❛s❡✳
✺✹
❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜❡❛♠ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡❞ ♣❧❛t❡✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ w′ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣❧❛t❡
✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✉ts✐❞❡ ✇✐❞t❤ w
✽✳✶✳✷ ▲♦ss ❛♥❞ ❆❜❡rr❛t✐♦♥
❆s ✉s✉❛❧✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❧♦ss❡s✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠✉st ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛
❇r❡✇st❡r ❛♥❣❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠✐rr♦rs✳ ❚❤❡ ❇r❡✇st❡r ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛✱ nf❴silica = 1.453 ❛t 800 ♥♠✳ ■t ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
t❤❛t
θB = arctan
(
nf❴silica/nair
)
= 55.5➸ ✭✼✸✮
❇r❡✇st❡r ❛♥❣❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❤❛s ♦♥❡ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✿ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛st✐❣♠❛t✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡r❡ ✐s
❛ ❜r❡❛❦ ✐♥ s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛❣✐t❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥❝✐❛❧ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✷✻✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥t❡rs t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♣❧❛t❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❇r❡✇st❡r ❛♥❣❧❡✱ ✐t ✐s r❡❢r❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ✇✐❞❡r
✇❤❡♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r ❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠s✱ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡❝r❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❛♠ ✇❛✐st✳ ❙✐♥❝❡
t❤✐s ❜❡❛♠ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ s❛❣✐tt❛❧ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❞✐✈❡r❣❡♥t ✐♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♠❛①✐♠❛ t♦ ❜❡
♠✐s❛❧✐❣♥❡❞✳
❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❢♦r t❤✐s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ♦✛✲❛①✐s r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐rr♦rs ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❝❤
✐♥tr♦❞✉❝❡s s②♠♠❡tr✐❝ ❛st✐❣♠❛t✐s♠✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs
❛♥❞ ✇❛s ❛❧s♦ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r ♣❛✐r✳
✽✳✶✳✸ ❖t❤❡r ❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
▼❛tr✐❝✐❛❧ ♦♣t✐❝s st❛t❡ t❤❛t ❛❢♦❝❛❧ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉❜✲❝❛✈✐t②✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
✈✐t❛❧✳ ❲❡ ♠✉st ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❳✰❨ ✭s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✾✮ ❡q✉❛❧s ❩ ✭s❡❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✷✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ ♦✉r s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❝❛✈✐t② ❡❧❡♠❡♥ts✳
✺✺
❋✐❣✉r❡ ✷✼✿ ❈❛✈✐t② st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst s✉❜✲❝❛✈✐t② ♠✐rr♦r
✭❝②st❛❧ s✐❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r✳ ❇♦t❤ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇ st❛❜✐❧✐t② ❛st✐❣♠❛t✐s♠✱ ❞✉❡ t♦ ✐♥❝♦rr❡❝t ♠✐rr♦r
❛♥❣❧❡s✳ ❯♥❞❡r❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭✼➸✮✱ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭✾➸✮✳ ❋✐❣✉r❡s ♣r♦❞✉❝❡❞
✉s✐♥❣ ❲✐♥▲❛s❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✽✿ Pr♦♣❡r ❛st✐❣♠❛t✐s♠ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠✐rr♦rs t✐❧t❡❞ ❛t ✽➸✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♠❛①✐♠❛
♦❢ t❤❡ s❛❣✐t❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥❝✐❛❧ ♣❧❛♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛s❡r ✇✐❧❧ ♦♣❡r❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❲✐♥▲❛s❡✳
✺✻
❋✐❣✉r❡ ✷✾✿ ◆❡✇ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② s❡t✉♣✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛♥ ①✲st②❧❡ s✉❜❝❛✈✐t② ✭t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ s❤♦rt❧②✮
✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝❛✈✐t❛r②
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s②st❡♠✳
✽✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦❞✐❢②✐♥❣
❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❝❛✈✐t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♦♥❡ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❝❡rt❛✐♥❧② s❛✈❡s s♦♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡ s❛❢❡t② ♥❡t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜✉✐❧t ❞❡s✐❣♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛
♠❛❥♦r ✐♠♣❛✐r♠❡♥t ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❤❛✈❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥❡✇ s✉❜✲❝❛✈✐t②✱ s✉❝❤ ❛s ♠✐rr♦r
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐rr♦rs ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣
❛r♦✉♥❞ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ t♦♦❦ s♦♠❡ ❝r❡❛t✐✈❡ t❤✐♥❦✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱
t❤❡ ❝❛✈✐t② t♦♦❦ s❤❛♣❡ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✾✳
✽✳✷✳✶ Pr❡✈✐♦✉s ❲♦r❦
❖♥❧② ♦♥❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡ t♦ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦ ❛ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡r ❬✸✼❪✳ ❲❤✐❧❡
❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝♦r❞ ❢♦r s❤♦rt❡st ♣✉❧s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❣r❛♣❤❡♥❡ ❙❆▼▲✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡
s❡t✉♣ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✳
❆s ✐s ✉s✉❛❧✱ t❤✐s s❡t✉♣ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛♥ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ♣r✐s♠ ♣❛✐r ❢♦r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ❥✉st ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ♠❡❛♥s t❤❡ ♣✉❧s❡s ❡①✐t t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ❝❤✐r♣✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤
✐ts ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s♣❛❝✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞s✱
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s❡✈❡r❡ ❛s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❜r♦❛❞❡♥s✳
❚❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❧❛❝❡❞
❝❛✈✐t② ♠✐rr♦rs ❢♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦r ✇❛s ♥♦t ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❤❛s ❢❡✇❡r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦r ❛s t❤❡ ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ♠✐rr♦r ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❛✈✐t② ♠♦r❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠✐s❛❧✐❣♥♠❡♥ts✱ t❤❛♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ♠✐rr♦r✳
❆❧s♦✱ t❤❡ ♠✐rr♦rs ✉s❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪ ✇❡r❡ ❛❧❧ r❡❣✉❧❛r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐rr♦rs✳ ■♥ ♦✉r s❡t✉♣✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝②st❛❧
✺✼
❋✐❣✉r❡ ✸✵✿ ❈❛✈✐t② ❞❡s✐❣♥ ✉s❡❞ ❜② ■♥ ❍②✉♥❣ ❇❛❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✻✸❢s ♣✉❧s❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✶✿ ❲❤✐❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t♦ ❝♦rr❡❝t t❡♠♣♦r❛❧ ♣✉❧s❡ ❝❤✐r♣✱ ♣r✐s♠ ♣❛✐rs
✐♥tr♦❞✉❝❡ s♣❛t✐❛❧ ❝❤✐r♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛r❡ s♣❛❝✐❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞✱ ❛s
s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳
❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s ✇❡r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦r ♣❛✐rs✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r
❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ●❉❉
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r ❧♦♥❣❡r ♣✉❧s❡s t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧✱ ❜✉t ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲
♠❛♥❛❣❡❞ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ❞✉r❛t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❙t✐❧❧✱ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣✉❧s❡s ❡✈❡r ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❛t ❛ ♥♦t❛❜❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ 63 ❢s✳
✺✽
❋✐❣✉r❡ ✸✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❬✸✼❪✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s♠♦♦t❤
s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❣♦❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ str✉❝t✉r❡❞ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ♥♦t t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❙❆▼▲✳
✽✳✷✳✷ ●r❛♣❤❡♥❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❋♦❝✉s✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦♠❡tr✐❝ ❧❛s❡r s♣♦t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s ✐s ♥♦ ❡❛s② ❢❡❛t✳ ■♥tr❛❝❛✈✐t❛r②
❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ s✉❜✲❝❛✈✐t✐❡s✱ ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✜♥❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t②
r❡❣✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ♦♥❧② 1, 5♠♠ ✇✐❞❡ ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
r❡❣✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐❞❡❛❧✱ s♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇♦r❦✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✐s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐❧✐♠❡t❡r✳ ❇❡✐♥❣ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❧♦ss❡s✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛❧s♦ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❤❡ ❜❡❛♠ tr❛✈❡❧s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ❝r✉❝✐❛❧✱
❛s t❤✐s ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ❛t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r✳ ■♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣❡r❢❡❝t❧②
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈❛r❜♦♥ ❤♦♥❡②❝♦♠❜✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❞❡✛❡❝ts ❝❛♥ r❡♥❞❡r s♦♠❡ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✉s❡❧❡ss ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✳
❲❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❡❧② ✈❛r②✿ s✉❜✲❝❛✈✐t② ♠✐rr♦r ❞✐st❛♥❝❡✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤✱
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ t✐❧t ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❆❧❧ t❤✐s
✐♥ ❛ 7, 22 ❝♠ ❧❡♥❣t❤✳ ❆ ❝✉st♦♠ ♠♦✉♥t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ♠✐❝r♦♠❡tr✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠s ❛♥❣❧❡❞ ❛t ❇r❡✇st❡r ✇❛s
❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❖♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♠♦✈❡s t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♠♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡s❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ s✉❜str❛t❡
❤♦❧❞❡r ✇✐t❤ ✜♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❣❧❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❢♦❝❛❧ s②st❡♠ ♦❢ t❤✐s t②♣❡✿ ③✲st②❧❡ ❛♥❞ ①✲st②❧❡✳ ❆ ③✲st②❧❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ✐♥✈❛s✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ❛s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ♠♦✈❡❞
t♦ t❤❡ s✐❞❡✳ ❆s s❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♦✛✲❛①✐s ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐rr♦rs ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤✐s
❖❈ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r
❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s❡✈❡r❡❧② ❞❛♠❛❣❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ♠❛❦❡ ❛ ③✲st②❧❡
s✉❜✲❝❛✈✐t② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✸✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✐ts❡❧❢ ❛❝t✉❛❧❧② ✜ts✱ ✐t
♠✉st ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦✉♥t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✜♥❡ ❛❞✉❥st♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♦❜str✉❝t t❤❡ ❜❡❛♠ ♣❛t❤✳
❚❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ✇❛s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ①✲st②❧❡ ❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✹✳
✺✾
❋✐❣✉r❡ ✸✸✿ ❩✲st②❧❡ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❳✲st②❧❡ ✭❜♦tt♦♠✮ s✉❜✲❝❛✈✐t② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ❛✉t♦❈❆❉✳ ❚❤❡
s✉❜str❛t❡ ✜ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠s ✐♥ t❤❡ ❩✲st②❧❡ ❜✉t s❛❞❧② ❞♦❡s ♥♦t ✢♦❛t ♠✐❞✲❛✐r✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ✐s t♦♦
s♠❛❧❧ t♦ ✜t ❛ ♠♦✉♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ s✉❝❤ ❛s ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❯s✐♥❣ ❛♥
❳✲st②❧❡ s✉❜✲❝❛✈✐t②✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ❛ t✐❣❤t ✜t ❜✉t ❢❡❛s✐❜❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✸✹✿ ●r❛♣❤❡♥❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠
♣❛t❤✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳
✻✵
❋✐❣✉r❡ ✸✺✿ ✭❆✮ ❈❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦r ❜❛s✐❝ s❝❤❡♠❡✳ ✭❇✮ ▼❡❛s✉r❡ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ▲♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♣❡♥❡tr❛t❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ♠✐rr♦r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢
✇❛❡❧❡♥❣t❤s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ❜❛♥❞✱ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐rr♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✺✵❪✳
✽✳✷✳✸ ▼✐rr♦rs
❙✐♥❝❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❧♦ss❡s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❡♣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❧❛s❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♠✐rr♦rs
✉s❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t✐❡s ♠✉st ❤❛✈❡ ❡①❝✐❞✐♥❣❧② ❤✐❣❤ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞
❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❈♦♠♠♦♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠✐rr♦rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦✉t ♦❢ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✳ ▲❛s❡r ❝❛✈✐t② ♠✐rr♦rs
❛r❡ ❛❧♠♦st ❛❧✇❛②s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐rr♦rs✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐rr♦rs ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ♠❛♥② ❧❛②❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧❧②
tr❛♥s♣❛r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♠❛t❡r✐❛❧s ✐s s♠❛❧❧ ✭❞✉❡ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞✐❝❡s✮✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠❛♥② ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❝❛♥✱ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡✱ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡❧② ✐♥t❡r❢❡r❡ t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♦✈❡r❛❧❧ r❡✢❡❝t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ❛❜♦✈❡ 99.97%✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡② ♦♥❧② r❡✢❡❝t ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥
tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦ t❤❡ ♣✉♠♣ ❜❡❛♠ ✭t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡rs✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳
❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ❢♦r ♣✉❧s❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❛✐❧♦r❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦rs✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✱ t❤❡ ❇r❛❣❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣❤ ✐s ✈❛r✐❡❞✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s tr❛✈❡❧ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠✐rr♦r ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ r❡✢❡❝t❡❞✳ ❯s✐♥❣ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♥❛♥♦❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ●❱❉
❝✉r✈❡✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✼✳ ❈❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦rs s❤♦✇ s❡✈❡r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ●❱❉ ♦✈❡r λ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s
✻✶
500 600 700 800 900 1000 1100
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❋✐❣✉r❡ ✸✻✿ ❙✉❜✲❝❛✈✐t② ♠✐rr♦r r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❘❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
✾✾✳✾✪ ❢r♦♠ ✻✺✵♥♠ t♦ ✾✺✵♥♠✳
s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✼✱ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❋r❡s♥❡❧ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♠✐rr♦r ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠✐rr♦r✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t
❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐rr♦r ♣❛✐r t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✬s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s
♣r♦❞✉❝❡ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❝✉r✈❡✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳
❚❤❡ ♠✐rr♦rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❜② ▲❛②❡rt❡❝✱ ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ ▼❛❞r✐❞ ✭❝♦✉rt❡s② ♦❢ Pr♦❢❡ss♦r
❘♦s❛ ❲❡✐❣❛♥❞ ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❈♦♠♣❧✉t❡♥s❡ ✐♥ ▼❛❞r✐❞✮✳ ❈❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦rs✱ ❜❡✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡①
str✉❝t✉r❡s✱ ❤❛✈❡ ❛ ❧❡♥❣t❤② ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✐s ❝✉st♦♠
♠❛❞❡✳ ■t ✇❛s ❛ str♦❦❡ ♦❢ ❣♦♦❞ ❧✉❝❦ t❤❛t Pr♦❢❡ss♦r ❲❡✐❣❛♥ ❤❛❞ ❛ ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦r ♣❛✐r ♠❛❞❡ ✇✐t❤
♥♦♠✐♥❛❧ ●❱❉ ♦❢ −150 ❢s2 ❛t 800 ♥♠✳ ❋✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ✐♥tr♦❞✉❝❡s 36.6 ❢s2✴♠♠✳ ❋♦r ❛ 3♠♠ ♣❧❛t❡✱ ♣❧❛❝❡❞
❛t t❤❡ ❇r❡✇st❡r ❛♥❣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛r♦✉♥❞ 135 ❢s2 ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐rr♦r ♣❛✐r✳
❚❤✐s ●❱❉ ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ ✇❡ ❤♦♣❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❢❡✇ ❢❡♠t♦s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳
✾ ❙❛♠♣❧❡ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
❖✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤r❡❡ s✉❜str❛t❡s ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ s✉❜✲❝❛✈✐t②✳ ❋✐rst✱ ❛ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛
s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦t❤✐♥❣ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❈❲ r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ♥❡✇ ❝❛✈✐t②
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✉❜str❛t❡ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❡r❡ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② ❛♥❞ ✐t ✇❛s ❜❡❧✐❡✈❡❞
t♦ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t s❛♠♣❧❡ q✉❛❧✐t②✳ ❘❛♠❛♥ ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ ♦❢ ❧♦✇ q✉❛❧✐t②✱
♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❛q❝✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r
❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r ❛ ❘❛♠❛♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ q✉❛❧✐t②✳
✻✷
❋✐❣✉r❡ ✸✼✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ●❱❉ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ♠✐rr♦rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❲❤✐❧❡
❡❛❝❤ ♠✐rr♦r ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✢✉❝✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ●❱❉ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛② ❝✉r✈❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠✐rr♦r ❝✉r✈❡s✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♠✐rr♦r ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♥ ❛ t♦t❛❧ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳
❙❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ ❛s ✈❛❝✉✉♠ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐♥✈❛s✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❛♥❣❡r♦✉s ❢♦r t❤❡ ♠♦♥♦❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐s ❛ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❛♥❞ s✉♣♣❧✐❡s ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♠❛❞❡ ❛t ■❋■▼❯P✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡ ✇❛s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❍❡✲◆❡
❧✐♥❡ ❛t 514.5 ♥♠✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✇❛s ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ❛ ❚✻✹✵✵✵ ❏♦❜✐♥✲❨✈♦♥ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣
✐♥ tr✐♣❧❡ s✉❜tr❛❝t✐✈❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦t♦♥✲❝♦✉♥t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✳ ❯s✐♥❣ ✶✽✵✵ ❧✐♥❡s✴♠♠
❤♦❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r❛t✐♥❣s ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ 3♠♠× 640♠♠ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s 0.15 ❝m−1✳
✾✳✶ ●r❛♣❤❡♥❡ ❘❛♠❛♥ ❙♣❡❝tr❛
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜♦✉t ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✳ ❇❡✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧✱ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❡❧❧✲t❛❧❡ s✐❣♥s ♦❢ ❧❛②❡r ♥✉♠❜❡r✱ ❞❡❢❡❝t ❛♥❞ ✐♠♣✉r✐t② ♣r❡s❡♥❝❡
❛♥❞ s✉❜str❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❬✺✶✱ ✺✷❪
❋✐❣✉r❡ ✸✽ s❤♦✇s ❛ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮ ❛r❡ t❤❡ ❉✱ ● ❛♥❞ ✷❉ ❜❛♥❞s✳
❚❤❡ ●✲❜❛♥❞ ✐s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠♦❞❡ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐t❡✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
sp2 ❜♦♥❞❡❞ ❝❛r❜♦♥ t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❧❛s❡r
❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❜❛♥❞s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❜❛♥❞ ❛♥❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t t❤❡ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ●✲❜❛♥❞ ✐s t♦ ❛✐❞ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❆s t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡
❜❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ s❤✐❢ts t♦ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t s♦❢t❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥❞s ❛s t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss
✻✸
❋✐❣✉r❡ ✸✽✿ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r s❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ r❡❧❡✈❛♥t ♣❡❛❦s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞✳
✭❙♦✉r❝❡✿ ❈❱❉ ❊q✉✐♣❡♠❡♥t❀ ✇✇✇✳❝✈❞❡q✉✐♠❡♥t✳❝♦♠✮
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ●✲❜❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞♦♣✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥✳ ❚❤✐s ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❜❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r
t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❤❡♥❝❡ ●✲❜❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛❧♦♥❡ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳
❚❤❡ ❉✲❜❛♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❜❛♥❞ ♦r t❤❡ ❞❡❢❡❝t ❜❛♥❞✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ r✐♥❣ ❜r❡❛t❤✐♥❣ ♠♦❞❡
❢r♦♠ sp2 ❝❛r❜♦♥ r✐♥❣s✱ ♦♥❧② ❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r✐♥❣ ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❡❞❣❡ ♦r ❛ ❞❡❢❡❝t✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞
✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ♦♥❡ ♣❤♦♥♦♥ ❧❛tt✐❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✈❡r② ✇❡❛❦ ✐♥ ❣r❛♣❤✐t❡
❛♥❞ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✇❡❛❦ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ■❢ t❤❡ ❉✲❜❛♥❞ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛
❧♦t ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ✷❉✲❜❛♥❞✱ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ ❛s ●✬✲❜❛♥❞ ✇❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s✳ ❚❤❡ ✷❉✲❜❛♥❞
✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❉✲❜❛♥❞ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ t✇♦ ♣❤♦♥♦♥ ❧❛tt✐❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✳ ❯♥❧✐❦❡
t❤❡ ❉✲❜❛♥❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥t❡♥s❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♥♦ ❉✲❜❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✳
❚❤✐s ❜❛♥❞ ✐s ✈❡r② ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛s s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✾✳
❲❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❤✐❢t✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r ✇❛✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❛s t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠♦r❡
♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛♥❞ s❤❛♣❡✱ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦ t❤❡ ✷❉✲❜❛♥❞✱ ❜✉t
✇✐t❤ ❜✐❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ t❤❡ ✷❉✲❜❛♥❞✳ ❚❤✐s ❜❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ❢♦❧❞✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❙▲●✱ t❤✐s ❜❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡✱ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞
str✉❝t✉r❡❧❡ss✳
✾✳✷ ❋✐rst ●r❛♣❤❡♥❡ ❙❛♠♣❧❡
❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤✐s ✇♦r❦ st❛rt❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ❜♦t❤
✉s❡❞ ❢♦r t❤✐r❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ■t ✇❛s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② ●r❛♣❤❡♥❡ ❙✉♣❡r♠❛r❦❡t ♦♥
❛ s✉♣♣❧✐❡❞ s✉❜str❛t❡✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ❜❧❛♥❦ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ✐♥t✐❛❧❧② s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r t❤❡
❝❧♦s✐♥❣ ✇❡❡❦s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜✉t ✐♥✐t✐❛❧ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✉♥❞❡r✇❤❡❧♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇❡r❡ r❡❛s♦♥s t♦ ❜❡❧✐❡✈❡
t❤❡s❡ ✇❡r❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦♦r s❛♠♣❧❡ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❛t s❤❛❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r ❢✉rt❤❡r ♦♥ ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ r❡s✉❧ts✳
■t ✇❛s ❞❡❡♠❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐s❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ s✉❜❝❛✈✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳
✻✹
❋✐❣✉r❡ ✸✾✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷❉✲❜❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs✳ ■t ✐s s❡❡♥ t❤❛t ❛s t❤❡ ❧❛②❡r ♥✉♠❜❡r
✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ❜❡❝♦♠❡s ✇✐❞❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✹✵✿ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡
✻✺
❋✐❣✉r❡ ✹✶✿ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞✱ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② ●r❛♣❤❡♥❡❛✳ ❚❤✐s
❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ●r❛♣❤❡♥❡❛ t♦ ❡♥s✉r❡ s❛♠♣❧❡ q✉❛❧✐t②✳
❋✐❣✉r❡ ✹✵ s❤♦✇s t❤❡ ❘❛♠❛♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦✉r ✜rst s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❧❡❛r❧② ❡✈✐❞❡♥❝❡s ❛ ♣♦♦r
q✉❛❧✐t② ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚❤❡ ❉✲❜❛♥❞✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s q✉✐t❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ ❜r♦❛❞✳
■t ✐s ❜r♦❛❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❢❡❝t ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❇♦t❤
t❤❡ ●✲❜❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉✲❜❛♥❞ ❛r❡ ❜r♦❛❞ ❛♥❞ ✈❡r② ❢❡❛t✉r❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❢♦❧❞✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s s✉r❢❛❝❡ ♣♦✐♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♥♦t ✈❛r②✐♥❣
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥♦✐s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ t❛❦❡♥
❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✳
❲❤❡t❤❡r t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ♣♦♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♦r s❛♠♣❧❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❡ ❞♦
♥♦t ❦♥♦✇✳ ❇✉t ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✉♥✜t ❢♦r ♦✉r ♥❡❡❞s✳
✾✳✸ ❙❡❝♦♥❞ ●r❛♣❤❡♥❡ ❙❛♠♣❧❡
❆❢t❡r ❞✐s♠❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧❡✱ ❣r❡❛t ❝❛r❡ ✇❛s ❡①❡rt❡❞ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛ s✉♣♣❧✐❡r
❢♦r ❛ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ♥❡✇ ♣❛✐r ♦❢ s✉❜str❛t❡s ✇❛s ♦r❞❡r❡❞✱ ❛s ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❞♦ ♥♦t
s✉♣♣❧② ♦♣t✐❝❛❧ ❣r❛❞❡ s✉❜str❛t❡s✳ ❆❢t❡r ❛ r❡❝❝♦♠❡♥❞❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡ ✐♥ ▼❛❞r✐❞✱ ❘♦s❛ ❲❡✐❣❛♥❞✱
●r❛♣❤❡♥❡❛ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❛♠♣❧❡ q✉❛❧✐t②✱ ♦r❞❡r ❞❡t❛✐❧s
✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❛t❝❤ q✉❛❧✐t② t❡st✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✹✶ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ●r❛♣❤❡♥❡❛✳ ■t ✐s ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❛r❧② s✉♣r❡ss❡❞ ❉✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ✈❡r② ✐♥t❡♥s❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ● ❛♥❞ ✷❉ ❜❛♥❞s✳
❚❤✐s ♣♦✐♥ts t♦ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❙▲● s❛♠♣❧❡✳
✶✵ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙❡t✉♣s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠s ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳
✻✻
❋✐❣✉r❡ ✹✷✿ ❋❡♠t♦▼❡t❡r ❜② ❋❡♠t♦ ▲❛s❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦✳
✶✵✳✶ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❡♠♣♦r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ ✇❛s ✉s❡❞✿
❋❡♠t♦▼❡t❡r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐③❡❞ ❜② ❋❡♠t♦▲❛s❡rs✳ ❉❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❛ ❝✉st♦♠ ▲❛❜❱✐❡✇
s♦❢t✇❛r❡✱ ❋❡♠t♦❆◗✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❛❜❧❡s r❡❛❧ t✐♠❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♣❡❝tr❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡✱
❛s t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ tr❛❝❡ ✐s ❜❡✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋❡♠t♦❆◗ ✇❛s ❛❧s♦ s❡r✈❡s ❛s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡
s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ♠♦st ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳
✶✵✳✷ ❙♣♦ts✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣♦t s✐③❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣♦t ❯s✐♥❣
❛ ❝❤❛r❣❡✲❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡ ✭❈❈❉✮ ❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣♦t ❛t
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐ts s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦✛❡rs ❛ s✐♠♣❧❡ s❡t✉♣✱ ❢❛st ✐♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✉❡ t♦ t✐♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❛❞✈❛♥t❛❣❡✿ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ s♣♦t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣♦t r❛❞✐✉s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇❡
♥❡❡❞ ♥♦t ✇♦rr② ❛❜♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✇❤❛t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❆
2f − 2f ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✶✿✶ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♣♦t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❈❉ ✐s ✐♠♣♦rt❡❞ ❛s ❛♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛rr❛② t♦ ❛
P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ s♣♦t ✐s t❤❡♥ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✱
❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t 1/e2✱ s❡❡✐♥❣ ❛s ✇❡ ❛r❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳
✻✼
❋✐❣✉r❡ ✹✸✿ ■♥tr❛❝❛✈✐t❛r② s♣♦t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠
✶✵✳✸ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② st✉❞✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❡①tr❛❝❛✈✐t❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
s❛t✉r❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ st✉❞② t❤❡ r❡s♣♦♥❞❡ ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡s t♦ ✉❧tr❛❢❛st
♣✉❧s❡✱ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✢✉❡♥❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛
❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r✳ P✉❧s❡ ❢✉❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
F = Ipeak × τ = 1.88P
πw2
τ ✭✼✹✮
❯s✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ µ❏✴❝m2✱ ✐t ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② ❛ ♣✉❧s❡ tr❛♥s♠✐ts t♦ ❛♥
✐♥❝✐❞❡♥t s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤♦✉❣❤ ✢✉❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ s❤♦rt ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✈❡r② ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣✉❧s❡s✱
t✐❣❤t❧② ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❛r❡❛✳ ❋♦r t❤✐s st✉❞②✱ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❋❡♠t♦❧❛s❡rs
❘❛✐♥❜♦✇ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✉s✉❛❧❧② ❢❡❡❞s ❛ ❤♦❧❧♦✇ ✜❜❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣✉♠♣✲♣r♦❜❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❲❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❧❡ss ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤♦♠❡ ♠❛❞❡ s②st❡♠ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✱
✐t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✱ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ 7 ❢s✳
❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r♦✈❡❞ ❛ ❣r❡❛t t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡t✉♣ ✉s❡❞ s✉✛❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛♥❣❡s
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✈❛r✐♦✉s s❡t❜❛❝❦s✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
✈❛r✐❡❞ ❜② ❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞❡❞ ♥♦ r❡s✉❧ts✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞
❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ③✲s❝❛♥
♠❡t❤♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r ✐s ✜①❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠♦✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s♣♦t ❛r❡❛✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
s❛t✉r❛t✐♦♥✳
✶✵✳✸✳✶ ❋✐rst s❡t✉♣ ✲ λ/2 P❧❛t❡ ❛♥❞ P♦❧❛r✐③✐♥❣ ❈✉❜❡ ❛♥❞ ❋♦❝✉s✐♥❣ ▲❡♥s
❚❤❡ ✐♥t✐❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✺✳
❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡ ❜❡❛♠ ♠✉st ❜❡ t✐❣❤t❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❥✉st ❛s ✇✐t❤
✻✽
❋✐❣✉r❡ ✹✹✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❋❡♠t♦❧❛s❡rs ❘❛✐♥❜♦✇ ❧❛s❡r ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❋✐❣✉r❡ ✹✺✿ ❋✐rst ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ❧❡♥s ❛♥❞
❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✳
✻✾
❈♦♠♣♦♥❡♥t ▼❛t❡r✐❛❧ ●❉❉ ✴ ❧❡♥❣t❤ ✭❢s2/♠♠✮ ❚❤✐❝❦♥❡ss ✭♠♠✮ P✐❡❝❡ ●❉❉ ✭❢s2✮
❋r❡❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭⑦✸♠✮ ❆✐r ✵✳✵✷✵✹✷✺✺ ✸✵✵✵ ✻✶✳✷✽
f = 200♠♠ ♣❧❛♥♦✲❝♦♥✈❡① ❧❡♥s ❇❑✼ ✹✹✳✻✺✶✽ ✹ ✶✼✽✳✻✶
f = −50♠♠ ♣❧❛♥♦✲❝♦♥❝❛✈❡ ❧❡♥s ❇❑✼ ✹✹✳✻✺✶✽ ✸ ✶✸✸✳✾✻
λ/2 ♣❧❛t❡ ✲ ✲ ✲ ✼✶
P♦❧❛r✐③✐♥❣ ❝✉❜❡ ✭✶✼✱✺♠♠✮ ❈❛❧❝✐t❡ ✸✾✳✻✹✷✼ ✶✼✳✺ ✻✾✸✳✼✺
f = 35♠♠ ♣❧❛♥♦✲❝♦♥✈❡① ❧❡♥s ❇❑✼ ✹✹✳✻✺✶✽ ✸✳✼ ✶✻✺✳✷✶
❚❛❜❧❡ ✷✿ ●❉❉ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✳ ❚❤❡
t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s 1304 ❢s2.
✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ f = 35♠♠ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❧❛♥❛r✲❝♦♥✈❡①✳ ❏✉st ❛s
❜❡❢♦r❡✱ s♠❛❧❧❡r ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤s ♣r♦❞✉❝❡ s♠❛❧❧❡r s♣♦ts✱ ❜✉t ❛ ♠✐♥✉♠✉♠ ✉s❛❜❧❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s s❡t ❜②
❞❡s✐❣♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡r ❝✉❜❡ ❛❢t❡r ❛ λ/2 ♣❧❛t❡✱ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ✈❛r✐❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❛♠
❡①✐ts t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✭p✮ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ λ/2 ♣❧❛t❡ ✇✐❧❧ r♦t❛t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐t
❧✐♥❡❛r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡r ❝✉❜❡ ♦♥❧② tr❛♥s♠✐ts p ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❛s② ❛①✐s
♦❢ t❤❡ λ/2 ♣❧❛t❡✱ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉❜❡✳
❇❡❛♠ ♣♦✇❡r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts✱ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚♦ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❛ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r
✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡r ❝✉❜❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❞✐❝❡♥t
♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❧❡ ❧♦s✐♥❣ ❛s ❧✐tt❧❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤✱ ❛♥❞ ❛s
s✉❝❤ ❛ ✾✺✴✺ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✺✪ ♣♦✇❡r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ ❚❤♦r ▲❛❜s
P▼✶✵✵❯❙❇ ♣♦✇❡r♠❡t❡r✳ ❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❛♠ ❝r♦ss❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛ ❚❤♦r ▲❛❜s
❉❊❚✷✶✵ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s ✉s❡❞✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❙t❛♥❢♦r❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s ❙❘✽✸✵ ❉❙P ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r✳
❋✐❧t❡r✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r♦t❛t✐♥❣ ❝❤♦♣♣❡r ❛t 133❍③✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❢♦r st❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ r❡❞✉❝✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ♦♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ❤❡❛✈✐❧② ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ✉s✐♥❣ ♥❡✉tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❧t❡rs ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ ❛
❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ♦♥ t❤❡ ❧❛s❡r s♣♦t✳
P❡❛❦ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧✱ t❤✉s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛rr✐✈❡s
❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s s❤♦rt ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙❡❡✐♥❣ ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ tr❛✈❡❧ ❛ ❣r❡❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞
❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦r ♣❛✐rs t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡
●❉❉ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❡❧② str❡t❝❤❡s t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡
❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ●❉❉ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛♥❞ t❤❡ ❛✐r ❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❧❡❞✳ ❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ●●❉ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
❉✉❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ t❤✐s t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1304 ❢s2 ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t
✐♥ ❛ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ 7 ❢s✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠✐rr♦r ♣❛✐rs✱
♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② ❱❡♥t❡♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ●❉❉ ♦❢ −120 ❢s2 ♣❡r ♣❛✐r✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛
❤✐❣❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ●❉❉✱ ✶✶ ♣❛ss❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✇✐t❤ ♦♥❧② ✺ ♣❛✐rs ❛✈❛✐❛❜❧❡✱ s❡✈❡r❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s
✐♥ ❡❛❝❤ ♠✐rr♦r ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ●❉❉ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❜❡st t♦ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ t❤❡♥ ✉s❡ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❣❧❛ss ✇❡❞❣❡s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ♠♦✈❛❜❧❡✱ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❆s s✉❝❤✱ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✸ ♣❛ss❡s
✼✵
❋✐❣✉r❡ ✹✻✿ ❙❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❡ t✉♥❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥
✇❡r❡ ✉s❡❞✳
❚♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠❡❛s✉r❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❛ 5♠♠✲t❤✐❝❦ ❇❡t❛ ❇❛r✐✉♠ ❇♦r❛t❡ ✭❇❇❖✮ ❝r②st❛❧ ✐s ✉s❡❞ t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝✱ ♣❧❛❝❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡r❡
t❤❛t ✇❡ ✇✐s❤ t❤❡ ♣✉❧s❡ t♦ ❜❡ s❤♦rt❡st✳ ❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❙❍● ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ ✇❡❞❣❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡t ●❉❉ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ s❡❝♦♥❞
❤❛r♠♦♥✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ③❡r♦✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r
♥❡❣❛t✐✈❡ ●❉❉✳ ❆ ✈✐s✉❛❧ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡❛❦ ✐♥t❡♥s✐t②
❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇✐❞t❤✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞✳ ❆ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❧r❡❛❞②
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ s❝❛♥ ♣✉❧s❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✻✳ ❆ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱
❍❘✹✵✵✵ ❜② ❖❝❡❛♥ ❖♣t✐❝s✱ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✶✵✳✸✳✷ ❙❡❝♦♥❞ ❙❡t✉♣ ✲ ❱❛r✐❛❜❧❡ ◆❡✉tr❛❧ ❉❡♥s✐t② ❋✐❧t❡r ❛♥❞ ❋♦❝✉s✐♥❣ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ▼✐rr♦r
❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t✉♣✱ ♥♦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ♥❡✐t❤❡r s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❛s ♥♦t ❝❧❡❛r
❛t ✜rst✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❙❍●✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❡①♣❡❝t ✐t t♦ ❜❡ ♥❡❛r t❤❡
❋♦✉r✐❡r ❧✐♠✐t✳ ❚❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡♥s❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♣♦t r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❣r❡❛t ❧♦ss✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ 170♠❲ t♦ ❥✉st 70♠❲✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t
❢♦r s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r✳
❆ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ 101 µ❏✴❝m2 ❛♥❞ 102 µ❏✴❝m2 ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❬✸✼❪✳ ❯s✐♥❣ ❊q✳✭✼✹✮ ✇✐t❤
P = 70♠❲✱ w = 30µ♠ ❛♥❞ τ = 10 ❢s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ F = 4.56 × 103 µ❏✴❝m2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳ ❙t✐❧❧✱ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❛s ❛❜s♦r✈❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✇❛s t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❧❡♥s ❢r♦♠ t❤❡ s❡t✉♣ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡♥ ❢♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ s✐❧✈❡r ♠✐rr♦rs
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❙❛❞❧②✱ ❞✉❡ t♦ ❧❛❝❦ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛
✼✶
❋✐❣✉r❡ ✹✼✿ ❙❍● s♣❡❝tr❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❞❣❡ ✐♥s❡rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ s♣❡❝tr✉♠✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts
❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡r ❜❛♥❞✱ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♣✉❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ t♦♣ s♣❡❝tr✉♠
✼✷
❋✐❣✉r❡ ✹✽✿ ❙❡❝♦♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧
♠✐rr♦r ❛♥❞ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❧t❡r✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✳
4× r❡❞✉❝✐♥❣ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✉s✐♥❣ ♠✐rr♦rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ f = 40♠♠ ♣❧❛♥♦✲❝♦♥✈❡① ❧❡♥s ✉s❡❞ t♦ ❢♦❝✉s
t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s s✇❛♣♣❡❞ ❜② ❛ f = 50♠♠ s♣❤❡r✐❝❛❧ s✐❧✈❡r ♠✐rr♦r✳ ❘❡✢❡❝✐✈❡ s②st❡♠s
❤❛✈❡ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧❡ss ❧♦ss ❛♥❞ ♥♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆♥❞ ✇❤✐❧❡ ●❉❉ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❝❤✐r♣❡❞ ♠✐rr♦rs✱ t❤✐r❞✲♦r❞❡r ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❚❖❉✮ ✐s ❛ ♠✉❝❤ tr✐❝❦✐❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❖❉ ♠❛②
♥♦t ❜❡ ✈❡r② ✐♠♣♦r❛♥t ❢♦r ♣✉❧s❡s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ 20 ❢s ♦r 30 ❢s✱ ❜✉t ✐t ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ s✉❜✲10 ❢s
♣✉❧s❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✉s ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
✢✉❡♥❝❡✳
■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❧❡❛r ❜② ♥♦✇✱ t❤❛t ❧❡♥s❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❧❛s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❤❡❛✈②
❧♦ss ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭❜♦t❤ ●❉❉ ❛♥❞ ❚❖❉✮ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❇✉t ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛♥ t❤❡s❡
✐s ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❜❡rr❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧❡♥s ❢❛✐❧s t♦ ❢♦❝✉s ❛❧❧ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✳
❋♦r ✉❧tr❛ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♣✉❧s❡❞ ❧❛s❡rs✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s♣❛❝✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st ❞✐st♦rt✐♥❣ t❤❡ s♣♦t ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❜❡rr❛t✐♦♥ ❛❧s♦ r❡s✉❧ts ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡♥s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✉♥✈✐❛❜❧❡ ❢♦r s❤♦rt
♣✉❧s❡ ❢♦❝✉s✐♥❣✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst s❡t✉♣✱ t❤✐s ❢❛❝t ✇❛s ❞✐sr❡❣❛r❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ♦✉rs❡❧✈❡s
♦♥❧② ✇✐t❤ ❧♦ss ❛♥❞ ●❉❉✱ ✇❤✐❝❤ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ ❧❡❛st ♦❢ ♦✉r ❝♦♥❝❡r♥s✳
❇② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥s ❢♦r ❛ s✐❧✈❡r s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠✐rr♦r✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❡❛♠ ♣♦✇❡r
❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ 70♠❲ t♦ 85♠❲✳ ❆❞❥✉st♠❡♥ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ●❉❉ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s②st❡♠✱
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐rr♦r ♣❛✐r ♣❛ss❡s r❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✶✸ t♦ ✶✶✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♠✐♥♦r ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ t❤❡
❣❧❛ss ✇❡❞❣❡s✳
❆ ❣r❛✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧s♦ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❛♠
❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝✉❜❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✜①❡❞ p ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✈❛r✐❡❞ ❛s t❤❡ λ/2 ♣❧❛t❡ ✇❛s
r♦t❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ✾✺✪
❢♦r ♣✉r❡ p ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r♦t❛t✐♦♥ r❡♥❞❡rs ♦✉r s②st❡♠ ✉♥✉s❡❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t
❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
✼✸
❚♦ r❡s♦❧✈❡ t❤✐s✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡✉tr❛❧ ✜❧t❡r ✇❛s ✉s❡❞✳ ❲❤✐❧❡ ♥❡✉tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✜❧t❡rs ❛r❡ ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞
❡✣❝✐❡♥t ❛tt❡♥✉❛t♦rs✱ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✜❧t❡r ❤❛s t❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t❡♥✉❛t✐♦♥
s❡tt✐♥❣s✱ ✶✶ ✐♥ t♦t❛❧✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❡ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s ✜❧t❡r ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❢❛r ❧❡ss
●❉❉ t❤❛♥ t❤❡ λ/2 ♣❧❛t❡ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❡r ❝✉❜❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✐rr♦r ♣❛ss❡s✱ ❢r♦♠
✶✶ t♦ ✺✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❜♦rr♦✇❡❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♣t✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ♠❡t❡r ❢r♦♠ ■◆❊❙❈✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣✱ ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛♥❞ ❧♦❝❦✲✐♥ ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ P▼✶✵✵❯❙❇
t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❛♠ ❝r♦ss❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ♣r❡❝✐s❡ ✭♣✐❝♦✇❛tt ♣r❡❝✐s✐♦♥✮
◆❡✇♣♦rt ✽✶✽✲❙❚ ♣♦✇❡r ♠❡t❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✺✪ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ r❡✢❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r✳
✶✵✳✸✳✸ ❩✲s❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❆s ❛ ❧❛st r❡s♦rt✱ ✇❡ ❤❛❞ ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ s❤✐❢t✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t r❡❧✐❛❜❧② ✈❛r② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r✱ t❤❡♥
✇❡ ❞♦ ♥♦t ✈❛r② ✐t ❛t ❛❧❧✳ ❇② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛t❤✱ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐t t❤❡
✐♥t❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✜♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ st❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ tr❛♥s♠✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡
❝r♦ss❡❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s s❡t✉♣ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❛t✉r❛❜❧❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ s❤❛❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
❢✉rt❤❡r ❛❤❡❛❞✳
✼✹
P❛rt ■❱
❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s✱ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋✐rst❧②✱ ❛ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
❑❡rr ❧❡♥s ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ❢♦r ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❙❆▼▲✱ s❡❡✐♥❣ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇❛s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❧t❡r❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❑▲▼✱ ❜✉t ❙❆▼▲ ✇❛s
♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ▼✉❧t✐✲♠♦❞❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜✉t ❝♦♥✜r♠❡❞ ♣✉❧s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❛s ♦♥❧②
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❑▲▼✳
✶✶ ❇❧❛♥❦ ❙✉❜str❛t❡ ✭✏❉✉♠♠②✑ ▲❛s❡r✮
❆❢t❡r ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❝❛✈✐t② t♦ ✐ts ♥❡✇ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜rst ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❧❛s❡r ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❧❛♥ ✇❛s t♦
♦♣t✐♠✐③❡ ❈❲ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡♥ tr② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❑▲▼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❑▲▼ ✇❛s s✉r♣r✐s✐♥❣❧②
❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ ❢❛✐r❧② ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ ❛rr❛② ♦❢ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡rs✳
❑▲▼ r❡❣✐♠❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ♣✉❧s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❈❲ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❑▲▼
s❡t✉♣✱ ❛s ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❈❲ ❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❤❛r❞❡r t♦ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ❈❲ ❛♥❞
✐♥✐t✐❛t❡ ❑▲▼✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❑▲▼ st❛rts ❛t ❤✐❣❤ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡rs✱ t❤❡r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❈❲ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦✉♥t✐♥♦✉s ♣♦✇❡r✱ t❤❛t ❣r♦✇s ❛s ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
❈❲ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❛♥❞ t❛❦❡s ♦✈❡r✳
❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ s♦rt ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s ✇❡r❡ ♥♦t s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣✳ ❑▲▼ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡
♦❢ ♣✉♠♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✐♥✐t✐❛t❡❞ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦❧❞ s❡t✉♣✱ ❛♥❞ ♥♦ ❈❲ ♣❡❛❦s ✇❡r❡
♦❜s❡r✈❡❞ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉♠♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳ ❆❧s♦✱ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✇❛s
♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛✈✐t②✱ ❤❛r❞❡r
t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✇✐s❡✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ❝❛✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❤✐❣❤❡r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❧❛s❡r ❞✐❞ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ s♦ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ t♦
✐♥✐t✐❛t❡ ❑▲▼✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❤✐❣❤ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡rs✳ ■t ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ✐t ❤❛r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❈❲ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t♦
❣r♦✇ ❛♥❞ t❛❦❡ ♦✈❡r✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❡r② st❛❜❧❡ ❑▲▼ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ ❛ s♠♦♦t❤ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠ s❤♦✇♥
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✵✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉❜✲❝❛✈✐t② ♠✐rr♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡② ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡
●❱❉ ♦❢ ❛ s✉❜str❛t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❑▲▼ ❛♥❞ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡❞
♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ✇❛s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦st✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠✐♥♦r ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ♣r✐s♠ ♣❛✐r
♥❡❡❞❡❞✳
❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❑▲▼ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ✇❡r❡ q✉✐t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇✐t❤ ❜r♦❛❞ ❛♥❞ st❛❜❧❡ s♣❡❝tr❛✳
❚❤❡ ❈❲ ♣❡❛❦s t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ♣❧❛❣✉❡ ❑▲▼ ❝❛✈✐t✐❡s ✇❡r❡ ♥♦✇❤❡r❡ t♦ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♣✉❧s❡s ❛s s❤♦rt ❛s 27 ❢s
✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✶✮✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐rr♦rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦❧❞✐♥❣ ♠✐rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤✲r❡✢❡❝t♦r✱ ✇❡r❡
✼✺
❋✐❣✉r❡ ✹✾✿ ▲❛s❡r s❧♦♣❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❖✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r ✐♥ ❑▲▼ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✺✵✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❑▲▼ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❧❛♥❦ s✉❜str❛t❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜✲❝❛✈✐t②✳
✼✻
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❋✐❣✉r❡ ✺✶✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✵✳ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✸✽❢s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✷✼❢s ♣✉❧s❡ ✭❣❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡✮✳
❝❤❛♥❣❡❞ t♦ s✐❧✈❡r ♠✐rr♦rs✳ ❚✐✿s❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡rs ❛r❡ t✉♥❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❜r♦❛❞ ❜❛♥❞ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❢r♦♠
600 ♥♠ t♦ 950 ♥♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❧❛s❡r ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t✉♥❡❞ ❜❡❧♦✇ 725 ♥♠ ♥♦r ✇❡r❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡❧♦✇
t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛♥② s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❞ ✉s t♦ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ ♣♦ss✐❜❧②
❜❡✐♥❣ ❝✉t ♦✛ ❜② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦rs✳ ❲❤✐❧❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛s r❡✢❡❝t✐✈❡✱ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♠✐rr♦rs ❤❛✈❡ ❜r♦❛❞❡r
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s t❤❛♥ ♠♦st ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐rr♦rs✱ s♦ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❣❛✐♥ s♦♠❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛t t❤❡
❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❜r♦✉❣❤t ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ♦♥❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ❛♥❞ s❡✈❡r❧②
❛tt❡♥✉❛t✐♥❣ ❧♦♥❣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✷✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠✐rr♦rs ✇❡r❡ r❡t✉r♥❡❞ t♦
t❤❡ ❝❛✈✐t②✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇✐s❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❑▲▼ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝♦♥t❛♥✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❛❢t❡r st✉❞②✐♥❣
t❤❡ ❑▲▼ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♦♣t♠✐③❡❞ ❢♦r ❈❲ ♣♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ❝❤❛♥❝❡ ❢♦r s❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❢❛❧s❡❧②
✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❑▲▼ ♦r ❣r❛♣❤❡♥❡✲❛ss✐st❡❞✲❑▲▼ ❛s ❙❆▼▲✳
✶✷ ❋✐rst ●r❛♣❤❡♥❡ ❙❛♠♣❧❡
✶✷✳✶ ❇r♦❛❞❜❛♥❞ ❙♣❡❝tr❛
❆❢t❡r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ s✉❜❝❛✈✐t② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ✉♣ t❤❡
❝❛✈✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ♣♦✇❡r ❛♥❞ s♣♦t s✐③❡✱ ✐t ✇❛s t✐♠❡ ❢♦r ❣r❛♣❤❡♥❡ t♦ ♠❛❦❡
✐ts ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✳
✼✼
❋✐❣✉r❡ ✺✷✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✐❧✈❡r ❍❘ ♠✐rr♦r
❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s s✇✐t❝❤❡❞✱ t❤❡ ❜❡❛♠ s♣♦t r✐❣❤t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝♦✉♣❧❡r ❧♦st t❤❡ s♣❡❝❦❧❡❞
♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❛ s♠♦♦t❤ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t ❛❢t❡r✇❛r❞✱ ♦✉r
✜rst ❣r❛♣❤❡♥❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✸✳ ❲❤✐❧❡ ✈❡r② str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ♥♦t
✈❡r② ❜r♦❛❞✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡❣✐♠❡ ✇❛s s❡❧❢✲st❛rt✐♥❣✱ r✉❧❧✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❑▲▼✳ ❙♣❡❝tr❛❧ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇❡❞ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
❝❛✈✐t②✱ ❛s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❣✐♠❡✳
❋✐❣✉r❡ ✺✸✿ ❋✐rst ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ s♣❡❝tr✉♠ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② ✉s
❆❢t❡r s♦♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✹ s❤♦✇s t❤❡ ❜r♦❛❞❡st s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
✼✽
❋✐❣✉r❡ ✺✹✿ ❇r♦❛❞❡st ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✱ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ✽✵✵♥♠
t♦ ✽✹✵♥♠
❆s ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ s♣❡❝tr❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❧t❡r❡❞✱ ♠♦st ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r✲
❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❡❛❦ ❛t ❛r♦✉♥❞ 860 ♥♠✳ ❲❡ ✜rst ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤✐s ❛s ❛ s♦❧✐t♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛❧ ♣❡❛❦ ❬✺✸❪✱ ❛ s♣❡❝tr❛❧
♣❡❛❦ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤♦✉❣❤ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❙♦❧✐t♦♥✐❝ s♣❡❝tr❛❧
♣❡❛❦s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ ❛s t❤❡ ❧❛s❡r ❞✐str✐❜✉t❡s t❤❡
♣♦✇❡r ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉♠♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s❧♦♣❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❛s ♥♦t s❤♦✇♥✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✈❛r✐❡s ❣r❡❛t❧② ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✉♥❧✐❦❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❑▲▼✳
✶✷✳✷ ▼✉❧t✐♠♦❞❡ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s❡❧❢✲st❛rt✐♥❣ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❡ st❛rt❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❆✉t♦❝♦rr❡❧❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ tr✐❝❦②
t♦ ❛❧✐❣♥✱ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❇✉t ❡✈❡♥ s♦✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♥♦ r❡s✉❧ts ❞❡s♣✐t❡
❤❛✈✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡ ✉s r❡s♦rt t♦ ♦t❤❡r ❞✐❛❣♥♦st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❧❡❞ t♦
t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ r❡❣✐♠❡ ✇❤✐❝❤✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
✶✷✳✷✳✶ ❖s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❆❢t❡r ♥♦ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t♦r✱ ❛ ❉❊❚✷✶✵ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✭♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜②
❚❤♦r▲❛❜s✮ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❚❡❦tr♦♥✐① ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧❛s❡r ♦✉t♣✉t✳ ❲❤✐❧❡
♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡s ❝❛♥ ♥♦t ♠❡❛s✉r❡ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣✉❧s❡ ♦✉t♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❘❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞✐s♠❛❧ ✐♥ ❝♦♥str❛st t♦ ❛ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣ st❛rt✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✺ s❤♦✇s t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ✈❡r② ✉♥❡①♣❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛ tr❛✐♥ ♦❢ ♣✉❧s❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✱
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉♥❞ tr✐♣ t✐♠❡✳
✼✾
❋✐❣✉r❡ ✺✺✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ❆
♣❡r✐♦❞✐❝ ♦✉t♣✉t ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✱
❙✐♥❝❡ t❤✐s ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡✿ ❛❢t❡r t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✇❡r❡ s✇✐t❝❤❡❞ ❛❣❛✐♥ s♦❧❡❧② t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤✐s✳ ❚❤✐s ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❞♦✐♥❣ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❜❛♥❞ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ②✐❡❧❞ ♣✉❧s❡s✳
✶✷✳✷✳✷ ❙♣♦t ❙✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ s❡t✉♣ ✢❛✇s✱ t❤❡ s♣♦t s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r ♥❡❡❞❡❞
t♦ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s ✇❛s t✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s♣♦t
s✐③❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s②st❡♠ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ s♣♦t s✐③❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✼✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐❞t❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ 18µ♠ ✐♥ t❤❡ s❛❣✐t❛❧
♣❧❛♥❡ ❛♥❞ 24µ♠ ✐♥ t❤❡ t❛♥❣❡♥❝✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ t❤❡ 32µm ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r✳
❚❤✐s r✉❧❡s ♦✉t ❞❡s✐❣♥ ✢❛✇s ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
✶✷✳✷✳✸ ❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❋✐rst❧②✱ ❛s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r✳ ◆♦ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❛s
♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧❛♥❦ s✉❜str❛t❡✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛♠ ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ t✐❣❤t❧② ❡♥♦✉❣❤
❢♦r s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ♦❝❝✉r✱ ✇✐t❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♠❛r❣✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡rs ❝❛♥ ❤❛✈❡
♦t❤❡r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ ❜❡s✐❞❡ ❙❆▼▲✱ s✉❝❤ ❛s s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ◗✲s✇✐t❝❤✐♥❣ ❬✺✹❪✱ ❜✉t t❤❡s❡ r❡s✉❧t
✐♥ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧♦s❝♦♣❡
✐s ❛❝t✉❛❧❧② r❛t❤❡r ♦❞❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❛t t✐♠❡ s❝❛❧❡✳
❚❤❡ ❛♥s✇❡r ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡
✽✵
❋✐❣✉r❡ ✺✻✿ ▲❛s❡r s♣♦ts✐③❡ ❛s ✈✐❡✇❡❞ ❜② t❤❡ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡❞ t♦ ❛ P②t❤♦♥ ❝♦❧♦r ♠❛♣✳
❋✐❣✉r❡ ✺✼✿ ❙♣♦t s✐③❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❛❣✐tt❛❧ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥❝✐❛❧ ✭r✐❣❤t✮ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
✐s ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐s ♠❡❛s✉r❡ ❛t 1/e2 ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳
✽✶
❋✐❣✉r❡ ✺✽✿ ❇r♦❛❞❡st ❑▲▼ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr✉♠ ✐s
♥♦t✐❝❡❛❜❧② ♥❛rr♦✇❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❧❛♥❦ s✉❜str❛t❡✳
✇✐t❤ t❤❡ ❑▲▼ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧❛♥❦ s✉❜str❛t❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s♠♦♦t❤♥❡ss✳ ❊✈❡♥
✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇❛❡❦ ❡t ❛❧ ❬✸✼❪✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❢❡❛t✉r❡❞✳ ❙♦ t❤✐s ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ♥♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❙❆▼▲ r❡❣✐♠❡✳
❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦♦r s❡❧❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠♦❞❡s✳ ❙❡❡✐♥❣ ❛s t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐s ✈❡r② ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡✲♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡♥✈♦❧✈❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ❝❛✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡s t♦ s✉r✈✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞
♦s❝✐❧❧❛t❡ ✉♥❝♦❤❡r❡♥t❧②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❡r❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
♣❡❛❦s✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❛s s✉s♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣♦♦r s❛♠♣❧❡ q✉❛❧✐t②✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥✜r♠❡❞
❜② t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ✐♥t❡♥t t♦ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s t❡♠♣♦r❛❧
r❡❣✐♠❡ ✐♥ ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✶✷✳✸ ❑▲▼
❆❢t❡r ♥♦ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙❆▼▲✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❢♦r ❑▲▼ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✏❞✉♠♠②✑ ❧❛s❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❡①t❡♥s✐✈❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❡✛♦rts ❢❛❧❧ ✈❡r② s❤♦rt ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛♥❦ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❡st s♣❡❝tr✉♠
♦❜t❛✐♥❡❞ s❤♦✇❡❞ ♦♥❧② ✶✺♥♠ ✭❋❲❍▼✮✳
❲❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥ ✐♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♠♠♦✉♥ts ❝❛♥ r✉✐♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✲♠❛♥❛❣❡❞
♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r ✇✐❧❧ ❢♦r❝❡ ✉s t♦ ✉s❡ ♠♦r❡
♣✉♠♣ ♣♦✇❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r✳ ❍✐❣❤ ♣✉♠♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣
❜② ♠❛❦✐♥❣ ❈❲ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ✈✐❛❜❧❡✳
✽✷
❋✐❣✉r❡ ✺✾✿ ❚❤♦✉❣❤ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❤❛r❞ t♦ s❡❡ ✐♥ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛✐r❧② ❧❛r❣❡ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s
✐s ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r✳
✶✸ ❙❡❝♦♥❞ ●r❛♣❤❡♥❡ ❙❛♠♣❧❡
❆❢t❡r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✉♥❝♦❤❡r❡♥t ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ♦✉t t❤❛t
✐t ✇❛s ❞❡❣r❛❞❡❞ ♦r ♦❢ ♣♦♦r ✐♥✐t✐❛❧ q✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❤❛❞ ❤✐❣❤ ❤♦♣❡s ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② s❛♠♣❧❡✳
❏✉❞❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✶✮✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣✉r❝❤❛s❡❞ ❢r♦♠ ●r❛♣❤❡♥❡❛ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦
❜❡ ♥❡❛r❧② ✢❛✇❧❡ss s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ r❡✈❡❧❡❛❞ ✢❛✇s ♥♦t ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❜②
❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✲ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ❞✉st✳ ❉✉st ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❛ s❡✈❡r❡ ✐ss✉❡ ✇❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ♦♥
✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❡♥t❡r✱ t❤✉s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦ss✳ ❆♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
✇❡ ❛r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥ ❛ 18µ♠ s♣♦t✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❛ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛
s✐♥❣❧❡ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ ❤✐♥❞❡r✐♥❣ ❧❛s❡r ❛❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ✇❛s ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❇r❡✇st❡r ❛♥❣❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡❞ t❤❡
♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r t♦ ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❛s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t ♣❛ss❡❞ ♦✈❡r ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❝❛✈✐t② ♣r♦✈❡❞ st❛❜❧❡ ❢♦r ❈❲ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ✐t ✇❛s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s✉❜str❛t❡✱
✇❡ ✇❡r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❑▲▼ ♦r ❙❆▼▲ ✉s✐♥❣ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✻✵ s❤♦✇s t❤❡ ♦♥❧② ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s ✈❡r②
✉♥st❛❜❧❡✳ ❙❆▼▲ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✪✱ ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤✐s✱ ♠♦❞❡ ✐♥t❡♥s✐t② s❡❧❡❝t✐✈✐t② ❜❡❝♦♠❡
♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇❛s t❤♦✉r♦✉❣❤❧② ❝❧❡❛♥❡❞ ✇✐t❤ ♠❡t❤❛♥♦❧✱ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r ♠❛②
❜❡ t♦ ❢r❛❣✐❧❡ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❝❧❡❛♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❆t ✜rst ✇❡ ✇❡r❡ r❡❧✉❝t❛♥t t♦ ❝❧❡❛♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❜✉t ❛s r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♥♦t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ✇❛②✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❡r❢♦♠✐♥❣
❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♠❛❣❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❝❧❡❛♥✐♥❣ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ t❡st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❙❤♦✉❧❞ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ❝❧❡❛♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞
✽✸
❋✐❣✉r❡ ✻✵✿ ❖♥❧② ❜r♦❛❞❜❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✳
t❡st ✐t ❛❣❛✐♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t②✳
✶✹ ❙❛t✉r❛❜❧❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❚❤♦✉❣❤ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✱ ✇❡ st✐❧❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
❝❧❡❛r❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❢✉❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡
♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♦✉r ❝❛✈✐t②✳ ❋♦r t❤✐s ❛ s❡t ❡①tr❛❝❛✈✐t❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
st✉❞② s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ✇♦r❦ ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst t✇♦ s❡t✉♣s ❢❛✐❧❡❞✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ③✲s❝❛♥ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ s✉❝❝❡s❢✉❧❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② ●r❛♣❤❡♥❡ ❙✉♣❡r✲
♠❛r❦❡t✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✻✷✳ ❆s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s❛♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡r❡
✐s ❝❧❡❛r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s♣♦t s✐③❡✳ ❋✐❣✉r❡
✻✸ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✜rst ✇✐t❤ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r ♦❢ 92♠❲ ❛♥❞✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢
s❛♠♣❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② t♦ 75♠❲ ❛♥❞✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r♦✉❣❤ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝❧❡❛r ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥❝r❛s❡ ✐s ❞✉❡ t♦ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r❜❡r ❛♥❞ ♥♦t ❞✉❡ t♦
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦t ❛s s②♠♠❡tr✐❝ ❛s ♦t❤❡r ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❬✺✺❪✱ ❜✉t ✐t ✐s t♦ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡
✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ♣r❡♣❛r❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ✜♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ♣r♦✜❧❡✳ ❆s s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ ♦✛✲❛①✐s r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡❞ ♣❧❛t❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛st✐❣♠❛t✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝❛❧ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ s❛❣✐tt❛❧ ❛♥❞ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ♣❧❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ r♦✉❣❤ s②♠♠❡tr②✳
❲✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② ●r❛♣❤❡♥❡❛✱ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ♦❜✲
✽✹
❋✐❣✉r❡ ✻✶✿ ❩✲s❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇✐t❤ 92♠❲♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r
❋✐❣✉r❡ ✻✷✿ ❩✲s❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇✐t❤ 57♠❲ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥t ♣♦✇❡r✳
✽✺
s❡r✈❡❞✳ ❏✉st ❛s ✇❤❡♥ ✐t ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥tr❛❝❛✈✐t❛r② ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❞✉st ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛❦❡ ✐t
t♦♦ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❢♦r s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡②♦♥❣ ❞♦✉❜t✳ ❆s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠♦✈❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❣r❡❛t❧② ✢✉❝t✉❛t❡ ✭✉♣✇❛r❞s ♦❢ ✸✵✪✮✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡
q✉❛❧✐t②✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✵✳✼✪ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♥♦
r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦✇ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❧❡❛♥✐♥❣✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❛♠❛❣❡s ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡
❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t♦ r❡♣❡❛t t❤❡s❡ ❡①tr❛❝❛✈✐t❛r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✐♥ ❛ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳
✽✻
P❛rt ❱
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ ✜❧♠s✱ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ ❧❛s❡r✲q✉❛❧✐t②
❢✉s❡❞✲s✐❧✐❝❛ s✉❜str❛t❡s✱ ❢♦r ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦❢ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ✈✐❜r♦♥✐❝ ❧❛s❡rs✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❚✐t❛♥✐✉♠ ❙❛♣♣❤✐r❡ ❧❛s❡rs✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳
❆ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❧❛s❡r ❝❛✈✐t② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐♥tr❛❝❛✈✐t② ❢♦❝✉s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠✲
♣❧❡ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜✉✐❧t✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs
✇❡r❡ tr✐❡❞✱ t❤❡✐r s❛t✉r❛t❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r q✉❛❧✐t② ✐♥❢❡rr❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s
❤❛❞ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❧✐t②✳
❲❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ❧❛s❡r ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
✷✺✵ ♠❲✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t② s❛♠♣❧❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❣✐♠❡ ✇❛s ♥♦t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ♣✉r❡
♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡ ✭❜✉t ♣❤❛s❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❜❡tt❡r s❛♠♣❧❡ ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r ❝❧❡❛♥✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr✐❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❢✉rt❤❡r ❛tt❡♠♣ts ❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✐♥❣✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❡①tr❛❝❛✈✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❢❡✇✲❝②❝❧❡ ✭✼ ❢s✮ ✉❧tr❛s❤♦rt ♣✉❧s❡ ❧❛s❡r✱ ❛✐♠❡❞ ❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡
s❛t✉r❛❜❧❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❛♠♣❧❡s✳
❯s✐♥❣ ❛ ③✲s❝❛♥ s❡t✉♣✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡♥❡r❣② ✢✉❡♥❝❡s st❛rt✐♥❣ ❛t ❛r♦✉♥❞
✶ ♠✐❧❧✐❥♦✉❧❡ ♣❡r sq✉❛r❡ ❝♠✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧s♦ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ●r❛♣❤❡♥❡ ✢❛❣s❤✐♣ ✭♦♣t♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡
✇♦r❦♣❛❝❦❛❣❡✮ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ t♦
♥❡✇ ♣❤♦t♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s✳
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